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Hola, jovenes estudiantes egresados de
Bachillerato.

Reciban un saludo y una cordial bienvenida al
Instituto Tecnolégico de Huatabampo y al
Tecnoldgico Nacional de México, el Sistema
formador de Ingenieros mas grande de América
Latina.

Antes que nada, quiero decirte que me da mucho
gusto que nos hayas elegido para realizar tus
estudlos profesionales, veras como juntos, en los préximos cuatro afios, vamos a
construir tu futuro.

También deseo comentarte que el ITHua es una instituciéon de educacion superior
que cuenta con 36 afios de experiencia formando profesionistas para México y el
mundo. Me llena de orgullo comentarte que contamos con casi 4000 egresados y la
mayoria de ellos es una de historia de éxito en el ambito académico, profesional,
cultural, ademas del personal y familiar. Pero, ;sabes qué es lo mas interesante? que
todos nosotros —porque también soy egresado del ITHua— empezamos, al igual
que tu en estos momentos, con este primer paso. Asi que adelante, jamas dudes que
estds en una institucion que puede darte lo que necesitas para una excelente
formacion profesional.

Es por lo anterior, joven estudiante, que hoy quiero establecer contigo el
compromiso de ofrecerte una educacién actualizada, integral, acorde a la exigencia
del mundo actual y, sobre todo, impartida con calidad, profesionalismo y empatia
por parte de nuestros docentes. Me comprometo joven a estar al pendiente de que
recibas la mejor formacion profesional de nuestra region.

iBienvenido a casa PELICANO!

Director TecNM Campus Huatabampo
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1. Algebra

1.1 Lenguaje algebraico

1.1.1 Nimeros reales

La aritmética es la parte de las matemadticas que estudia los ndmeros reales, que
son la forma como se representan las cantidades; también existe otra categoria
de nimeros que se llaman numeros complejos, pero que no se estudiaran en este
curso. Todos los numeros se clasifican en

Numeros
complejos C
2+ 3i
Numeros Numeros
reales R imaginarios
1,-3,V5 21, —31,v/5i
Numeros Nameros
. Cero "
negativos positivos
—1,—-3,-5 0 2,9,10
Numeros Numeros Numeros Numeros
racionales Q irracionales racionales Q irracionales
—5.—1/2,—1.7 -1, —V2 3, 1/5 V5,e
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Los numeros reales son todos aquellos que podemos localizar en la recta
numeérica.

25 5 15 4 05 0 05 7 15 2 75

llustracién 1. Recta numérica de numeros reales.

El valor cero (0), se coloca en el centro de la recta numérica, los valores negativos
se ubican a la izquierda del cero, y los valores positivos a la derecha.

Los nimeros racionales son los que se pueden expresar como nimeros enteros, y
numeros fraccionarios (o numeros con cantidades decimales); estos ultimos
tienen la caracteristica que al escribirse en forma decimal, estos digitos son finitos
o infinitos y, si son infinitos, entonces estos cuentan con un patrdn colocando una
linea horizontal (llamada testa) sobre ese patrén que se repite indefinidamente,
por ejemplo

1 .
2 % =05 z=033.. 459 8.729595 ...

Los numeros racionales se clasifican en:

a) Numeros decimales exactos. Son los nimeros que en sus decimales no
son infinitos, ejemplos: 0.5, 1.25, 0.1234.

b) Numeros decimales periddicos puros. Son los nimeros que sus decimales
se repiten en forma infinita, ejemplos: 0.3, 0.45, 2.408.

c) Numeros decimales mixtos. Son los nimeros que en sus decimales
contienen nimeros que no se repiten y numero que se repiten en forma
periddica infinita, ejemplos: 0.23, 0.2495, 0.1875455.

Es posible convertir nimeros racionales a nimeros fraccionarios por el siguiente
método:

Paso 1. Identificar el tipo de decimales con los que cuenta el nimero a
convertir.
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Paso 2. a) Siesunnumero con decimales exactas.
a.b
e Se toma en cuenta la cantidad de decimales que tiene el
numero,
a.b
(V)
n

(siendo n la cantidad de numeros después del punto
decimal)

e Sedivide entre 1:
a.b
1

e Se multiplica en el numerador y en el denominador por
10", de tal forma que

a.b (10™)
1(107)

e Se reduce si es posible.

b) Sies un nimero con decimales periddicos puros.
a.b
e Seiguala a x el nUmero a convertir
x=a.b
e Setoma en cuenta la cantidad de decimales con testa que
tiene el nimero,

X = a.

S {>

(siendo n la cantidad de numeros después del punto
decimal con testa)

e Se multiplica toda la ecuacién por 10™

10n[x = a.l_)]

Tecnoldgico Nacional de México Campus Huatabampo & O
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10"x = 10" (a.b)
e Se resta de este resultado la ecuacion original

10"x = 10™(a.b)
—X = —a.E

e Del resultado se despeja x.
e Se reduce si es posible.

c) Siesunnumero con decimales mixto.
a.b¢
e Seiguala a x en numero a convertir.
x =a.b¢
e Setoma en cuenta la cantidad de decimales antes de testa
que tiene el niumero,

x=a.bc

s{o

(siendo n la cantidad de nimeros después del punto
decimal antes de testa)

e Multiplicar todo el nUmero por una potencia de 10", para
convertir a decimal periédico puro:

10™[x = a.bc]
10"x = 10™(a. bc)
10"x = ab.C (D

e Se verifica la cantidad de nimeros que se encuentran con
testa
10"x =ab.C
(o)

m
(siendo m la cantidad de nimeros después del punto

decimal con testa)

e Multiplicar el resultado obtenido por potencia de 10™
10™[10™x = ab. ]
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10m*+nlxy = 10™ab.¢ 2
e Ahora se hace laresta (1) de (2):
10m+nlxy = 10™ab.¢
— 10"x = —ab.C
e Se despeja x.
Ejemplos

Convertir los siguientes numeros racionales a fraccionarios.

1. 0.25
Solucion

Se trata de un numero con decimal exacto,

0.25
n
cuenta con dos decimales, por lo tanto, n =
2.
025 = 222 se iguald a 222
1 1
0.25(10% n
0.25 = ﬁ Se multiplica por 1271
0.25(100)
025 =———
1(100)
5= 2 Itiplico por -
0.25 = 100 Se multiplico por Son
1
0.25 =-

4
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2. 0.3

Solucion

Se trata de un numero con decimal periddico
puro,

0.

S {wl

cuenta con un decimal con testa, por lo
tanto,n = 1.

x=0.3 (1D _ )
Se iguald a x
10'x = 10'(0.3) Se multiplica por 10™
10x = 3.3 (2) o
Se multiplicé por 10™
10x = 3.3
- x=-0.3 Se resta (1) de (2)
9x =3
3 .
x = 5 Se despejo x
1 .
0.3 = 3 Se redujo el resultado

Otra forma de solucion

numeros bajo la testa — numeros antes del punto decimal

a.b = .
9 repetido n veces

Convertir 0.3
3—0
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e
(O8]
I

o
wl
Il

Wl = Olw

3. 020132
Solucién

Se trata de un numero con decimal periddico
mixto,

0.20132

N i
m n
cuenta con dos decimales sin testa, m = 3,
con dos decimales con testa, n = 2.

x =0.20132 Se iguald a x

10°%x = 10°(0.20132) Se multiplica por 10™
1000x = 201.32 (1

102(1000x) = 102(201.32) Se multiplica por 10™
100000x = 20132.32  (2)

100000x = 20132.32 (2)
— 1000x = —201.32 (1)
99000x = 19931
X = % Se despejo x
99000

Otra forma de solucién

Se resta (1) de (2)
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E numero sin punto — numeros sin punto y antes antes de testa
a.o =

9 repetido n veces y 0 repetido m veces
Convertir 0.20132
020132 — 0201

0.20132 = 395000
020137 = ook
' ~99000

Ejercicios

Convertir los siguientes nimeros racionales a nimeros fraccionarios.

1. 0.524 6. 4.232928

2. 1.29 7. 25.3456789
3. 3.25374 8. 11.9876543210
4. 2.5487 9. 10.141819

5. 0.25291819 10. 92.2127294815

Mientras que los nimeros irracionales, son los que al escribirse en forma decimal
son infinitos y no cuentan con un patrdén a seguir, por ejemplo

~ 0.7142 ... V2 ~1.41.. T~ 3.141 ... e~ 271..

N o

No es posible convertir los nUmeros irracionales a nimeros fraccionarios.

Con los nimeros reales se pueden realizar todas las operaciones matematicas
como suma, resta, multiplicacién, division, etc.

Las operaciones matematicas bdsicas de numeros reales cuentan con las
siguientes propiedades.
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Sean a, b, ¢ nUmeros reales, entonces.

Propiedades

1. Lasumaes
conmutativa

2. Lasumaes
asociativa

3. El neutro
aditivoes 0

4. El negativoo
inverso aditivo
deaes—a

5. La
multiplicacién
es conmutativa

6. La
multiplicacion
es asociativa

7. Elneutro
multiplicativo
esl

8. Elreciproco o
inverso
multiplicativo

deaes

a”l= %,

siendoa # 0
9. La

multiplicacién

es aditiva sobre

la adicidn

Expresidn matematica

at+b=b+a

a+(b+c)=(@+b)+c

a+0=a

a+(-a)=0

a(bc) = (ab)c

a(l) =a

a(lb+c)=ab+ac

Ejemplo

1+3=3+1

2+(B+4)=2+3)

+ 4
4+0=4
24+(=2)=0
2:5=5-2

3(4-5)=(3-4)5

5(1) =5

2(4+5)=2(4)+2(5)
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10. Laigualdad

11. Productos con
cero

12. Negativos

13. Resta

14. Relacién entre
ay-—a

15. Mayor que o
menor que

Ley de tricotomia

Si a y b son numeros reales, entonces exactamente una de las siguientes

Sia = by cunnumero
cualquiera, entonces

a+c=b+c

ac = bc

a-0=0

Siab = 0, entonces a =
Oy/ob=0

—(—a)=a

—(ab) = (—a)b =
a(-=b)

—a(—=b) =ab

—1(a) = —a

a—b=a+ (-b)

Si a es positiva, entonces
—a es negativa.

Si a es negativa,
entonces —a es positiva.
Si a — b es positivo,
entonces a > b.

Si a — b es negativo,
entoncesa < b

afirmaciones es verdadera:

a=>»

a>b

2+3=2+3
2(5) = 2(5)
2(0) =0
0(0) =0
—(-3)=3
—(4-5) = (-4)5 =
4(=5)
—3(-4) =3(4)
~1(5) = -5

3-2=3+(-2)

Sia = 2, entonces

—a=—-(2)=-2
Sia = —2, entonces
—a=—(-2)=2
4-3=1
3—4=-1

a<b

10
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Multiplicacion de nimeros reales

Hablando de la multiplicacidon de niumeros reales, se sabe que es una sucesion de

e oo son casos especiales, de tal forma que si a es un nimero real, entonces
0() = indeterminado a() = o0 o0 (™) = oo

Generalmente se complica un poco cuando se trata de nimeros que tienen mas
de una cifra o digito; para realizarlas de una forma mas sencilla se propone el
siguiente método que consiste en descomponer las cantidades en otras mas
pequenas y luego sumar; como se muestra en los siguientes ejemplos.

Ejemplos

Determinar la solucion de las siguientes multiplicaciones

1. 17(12)
Solucién
17(12) Se descompone 12 en 10 + 2
17(12) = 17(10 + 2) Multiplicando 17 X 10 y 17 X 2
17(12) = 170 + 34 luego se suma
17(12) = 204

2. 15(123)
Solucidn
Se descompone 123 en 100 + 10 + 10 + 3
15(123)

15(123) = 15(100 + 10 + 10 Se multiplica 15 por cada
+3) sumando

11
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15(123) = 1500 + 150 + 150
+ 45

15(123) = 1845

Ejercicios

luego se suma

Resuelve mentalmente los siguientes ejercicios de multiplicacién usando el
método de descomposicién y luego compara tus resultados con una calculadora.

1. 14(124) 6.
2. 137(12) 7.
3. 25-147 8.
4. (27)(242) 9.
5. 30(147) 10.

22(19)
25(37)
35(190)
124(12)
20(278)

Operaciones matematicas basicas con niumeros reales fraccionarios

Sean a, b, ¢, d nimeros reales, se definen

Suma y resta de fracciones

a+c_aic a+c ad *+ bc
b=b b b—d  bd
Suma y resta de entero y fraccion
b ac=*h
at—=
c c

Division de fracciones

a ¢ ad

b d_ bc _ad

" b

Ql ﬁ‘wm

Multiplicacion de fracciones

%(2)=% conbd #0

Multiplicacion de entero y fracciéon
b ab
a (_) = conc#0
c c

Notacidon mixta

a residuo a cb+a

b b b b

12



Tecnoldgico Nacional de México Campus Huatabampo
Curso propedéutico en matematicas
Algebra

conbc # 0

Descomponer fracciéon

a

Inverso de la fraccion

1 b
L
a a

Sl RS

Se debe tomar en cuenta que en las fracciones 0 e o son casos especiales que

deben considerarse de la siguiente manera.

Sea a un numero real, entonces

1. 2 4
. —=o
0
0
2. —=0 5
a
0 ,
3. 0= indeterminado 6.
Ejercicios

Demostrar las soluciones a cada ejercicio

Ejercicio
1 3
1. — 4+ -
2+4
5 2
2, ——4—
4+9
3 5 2+3 4_|_8+2
" 4 9'8 57

818 =[8 8=

I
8

= indeterminado

Solucién

5

4
37

36

619
2520

13
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2 3 1
7
4 41
5. —5 4 — N
+ 9 9

Es conveniente el uso de fracciones, porque estas representan cantidades
exactas; generalmente los decimales representan cantidades aproximadas.

1.1.2 Variables y constantes

El lgebra es la parte de las matematicas que se utiliza para representar nimeros
y expresiones en forma general, para ello hace uso de variables y constantes.

Las variables, son todos los valores que pueden cambiar en el ejercicio analizado
o durante el transcurso de solucién; Las variables se escriben con las ultimas letras
minusculas del alfabeto: x, y, z u otra.

Las constantes son los valores que no cambian durante el analisis de un ejercicio
o en su solucion. Las constantes pueden ser absolutas (numéricas) o arbitrarias
(parametros). Las constantes absolutas son las que no cambian, por ejemplo 1, 7,
—3, etc. Mientras que las arbitrarias son a las que se puede asignar un valor
numeérico, pero ese valor no cambia, estas se representan con las primeras letras
minusculas del alfabeto, por ejemplo a, b, ¢ u otra. Asi, por ejemplo en la
expresion

a b
—+—-4+1=0
x y

Se tiene que

14
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constantes
arbitrarias

e e

a b

—+= 4+ 1=0

N——
x Y const.
variables absolutas

Las letras mayusculas también se utilizan pero se encuentran reservadas para
identificar otros nombres como por ejemplo, los vértices de un triangulo, un
punto en el plano cartesiano, un conjunto de elementos, etc. Mientras que las
letras griegas generalmente se utilizan para nombrar angulos.

El alfabeto griego consta de las siguientes letras:

A a Alfa Z ( Dseta A A Lambda [II m Pi ® ¢ Fi

B B Beta H n Eta M puy Miomu P p Rho X x Chi
'y Gama © 6 Teta N v Nionu X o Sigma ¥ ¢ Psi

A & Delta I ¢ lota EE&E X T © Tau )l w Omega

E ¢ Epsilon K k Kapa O o Omicron Y v ipsilon

1.1.3 Notaciones algebraicas

También existe el uso de otros simbolos que se utilizan como lenguaje
matematico, los cuales significan palabras o frases, a continuacidn se presentan
algunos de ellos:

oo Infinito < Menor que > Mucho mayor que

# Diferente > Mayor que = Aproximadamente igual a
~ Aproximadamente = < Menor o igual que ~ Casiigual a

! Factorial = Mayor o igual que = Idéntico

& Proporcional a <« Mucho menor que V Paratodo

15
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C Complemento U Unidén N Interseccion

@ Conjunto vacio A Incremento V Decremento

3 Existe A No existe 3 Contiene como elemento
€ Pertenecea — Negacidn AY

v O / Talque I Paraleloa

1 Perpendicular a = Equivalente a L Angulo recto

2 Angulo 4 Angulo medido h Angulo recto con arco

% Angulo esférico A Triangulo rectangulo  # Igual y paralelo a

t  Nodivide % No paralelo : Razdn

:: Proporcion »  Portanto .~ Porque

1 Imaginario < Precede m Fin de la demostracion
> Sucede < Precede oesigual a > Sucedeoesigual a

C Subconjunto de 3 Original cuadradode ' = Imagen cuadrada de

€ Estimado F Produce - No produce

R Numeros reales N Ndmeros naturales C Numeros complejos

Z Numeros enteros | @ Nuameros racionales

1.1.4 Convertir de lenguaje comin a lenguaje algebraico

Es necesario que primero se entienda que las matematicas no son solamente
sumas, restas, multiplicaciones, divisiones, etc. Sino que la clave para poder
resolver ejercicios matematicos es aprender a identificar qué se tiene y qué se
puede hacer con ello; esto es el principio para las matematicas. Por ejemplo si se
tiene 1+ 1 =2, éicomo se determind la solucion 2? Primero fue necesario
identificar qué se tiene, en este caso es 1y otro 1; luego qué se puede hacer con
ello, sumar +. Esto es matematicas.
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Siempre se hace uso de las matematicas en la vida diaria, solo que pocas veces las
personas se dan cuenta de ello, por ejemplo, un estudiante del ITHua que
despierta por la manana y esta decidiendo qué camiseta usara ese dia para sus
clases; lo primero es que debe conocer con qué camisetas cuenta (qué se tiene),
ya que algunas pueden estar sucias, luego decidir los colores de pantalén que
combinan con esa camiseta (qué se puede hacer con ello); esto es matematicas.

Para poder expresar estas y otra infinidad de situaciones en forma algebraica es
indispensable comprender... si, comprender. Es como aprender un nuevo idioma,
ya que este lenguaje también tiene reglas como las tiene cualquier otro idioma.

No existe una técnica especifica para traducir el lenguaje comun a algebraico, es
algo que se gana con la experiencia, pero pueden resultar utiles las siguientes
recomendaciones:

1. Leer cuidadosamente el enunciado cuantas veces sea necesario para
comprenderlo.

2. Identificar variables y constantes. Luego ordenarlas con las operaciones
que el enunciado indique.

3. Sihay alguna pregunta en el enunciado, esta contendra a la variable que
se desea conocer su valor numeérico.

Ya en temas pasados se definieron los conceptos de constantes y variables, muy
bien pues ahora se veran ejemplos de las traducciones del lenguaje comun a
lenguaje algebraico.

Ejemplos

Traducir los siguientes enunciados en lenguaje comun a lenguaje algebraico.

1. Unnumero real cualquiera

Solucion

17
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Es comUn que cuando a alguien le dicen “dime un numero
cualquiera”, esa persona responda: “1”, “0”, “7” u otro.

Esto es porque no ha entendido que hay una palabra clave que es:
“cualquiera”. Si el enunciado no contiene esta palabra clave,
entonces la respuesta seria correcta; ya que se trataria de una
constante absoluta.

Pero al estar presente esta palabra clave, se trata de un nimero que
puede ser cualquiera que se encuentre en la recta numérica; por lo
tanto se esta hablando de una constante arbitraria.

Por lo que la solucidn correcta es

a

2. Asiete se le aumenta un nimero cualquiera

Solucién
a siete 7
se le aumenta 7 +
un numero cualquiera 74+ a

7+ a

3. Lasuma de dos numeros cualesquiera
Solucién
La suma +
de dos numeros cualesquiera a + b

a+b

4. Acuatro se le excede el triple de un nimero

Solucioén
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a cuatro
se le excede

El triple de un numero cualquiera

4
4+

4+ 3a
4+ 3a

5. Laraiz cuadrada de la adicidon de dos numeros

Solucion
La raiz cuadrada
de la adicion

de dos numeros

Ejercicios

Traducir de lenguaje comun a lenguaje algebraico.

1. La mitad de un nimero.

2. Llacuarta parte de la suma de dos nimeros.

3. Las dos quintas partes de un nimero aumentado en diez es igual a el

cuadrado de ese mismo numero.

4. Lasuma de tres numeros enteros consecutivos es igual a ciento cinco.

5. La mitad del producto de un numero entero y su antecesor, mas tres es

igual a treinta.

6. Lasuma de tres nUmeros enteros pares
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7.

8.

9.

10.

La diferencia de tres nimeros impares al cuadrado cada uno.

El area de un tridngulo, si su base es la mitad de su altura.

Un nuamero de dos cifras, cuyo digito de las decenas es el doble del de

las unidades.

La suma de la mitad de un nimero mas el triple de ese niumero es igual
al reciproco de ese mismo nimero aumentado en siete.

1.1.5 Convertir de lenguaje algebraico a lenguaje comun

Es traducir de lenguaje algebraico a lenguaje natural.

Ejemplos

Traducir los siguientes ejercicios en lenguaje algebraico a lenguaje natural.

1.

a—>b

Solucion

(a + b)?
Solucion

la diferencia
de dos numeros

La diferencia de dos niumeros

el cuadrado

de la suma
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(a + b)? de dos nimeros
El cuadrado de la suma de dos numeros
3 a
a — —
4
Solucion
- la diferencia
a— de un numero
a
a— 1 y su cuarta parte
La diferencia de un niumero y su cuarta parte
Ejercicios
a—1
1.
a
2. a2+ b2
a 4
> (57
a+1

4. ;(a+b)2—(a—1)=14

(a + b)°

——+@-D-0b-1=2

1.2 Leyes de los exponentes y los radicales

Se sabe que el exponente de un nimero es determinar la multiplicacidon de ese
numero una cantidad de veces igual al exponente, por ejemplo

21



Tecnoldgico Nacional de México Campus Huatabampo
Curso propedéutico en matematicas
Algebra

25=2-2-2-2-2=32

El exponente se escribe como super indice; al nimero que se eleva al exponente
se le llama base, de tal forma que

n—-exponente

“
base

También existen los radicales o raices, que consisten en determinar el nimero
que multiplicado una cierta cantidad de veces, especificada por la raiz, da como
resultado el nimero al cual se le aplica la raiz, por ejemplo

V125 =5-5-5=125
A la cantidad a la cual se le aplica la raiz se llama base, de modo que
raiz n—esima « % s base

En algebra existen leyes que aplican a exponentes y radicales, que son

Leyes de los exponentes Leyes de los radicales
1. a™a™ = g™t 1. %gm = (T{/E)m = a%
am
2. F:am-n cona#0 2. Yab=%a Vb
3. (™" = g™ 3. n\/é _ E conb #
b~ %5 0
X 1
4. (ab)" = a"b" 4 "[Vak = "ok = (an)"
a\™  a® n
5. (3) =7 conb#0 5 R0=0
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1 ar ar
6. a"=— cona#0 6. "YV—a=""ai
a
7 =% nn—1 cona#0 7. "N —q=-"""q
a= an a - . a= a
8. a°° = 00 8. % = 0
9. a =0
10. 0® =0
11. 07® =
12. 1¥*® =1
Ejemplos

Reducir a su minima expresion usando leyes de exponentes y radicales.

1. (a®?p*)®
Solucién
(a?b*)® Se aplica (ab)™ = a™b™
= (a?)°(b*)° Se aplica (a™)" = g™
_ q10p20
2. alxS
3
Solucién
4]x5

m
— Se aplica Ya™ = an
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Ejercicios

n
Se aplica (g) = —
Se aplica (a™)™ = a™"

Por lo tanto

Reducir a su minima expresion usando leyes de exponentes y radicales.

(a2b3c4d5)7
(a3b2d4)5

) 3/(x4yzz3)9
) 4[x2y3

1a3vVa?b
2

5.

., J@TPP

a? + b2

, V@ b3+ b

(a + b)5
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NE S ' 4
a‘h % a2b3 Y/c5)"

1.3 Logaritmos

El logaritmo base a de x se define como

log,x =1y
donde
a > 0y diferente de 1
x>0y
y€ER

Significa que se determinard un exponente y de la base a y que dard como
resultado x; es decir

logax=y a’=x

Es decir, log, x = y significa que a elevada a y es igual a x.
Ejemplos

Determinar los logaritmos

1. log,32 2. logs50 3. log,49
Esiguala 5 Es = 2.4307 Esiguala 2
Porque Porque Porque

2° =32 524307 = 50 7% =49
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Por lo tanto Por lo tanto Por lo tanto
log,32 =5 logs 50 = 2.4307 log,49 =2
Ejercicios

Determinar los logaritmos
1. log;27 2. logg84 3. logy 500

1.4 Operaciones matematicas basicas con expresiones
algebraicas

Basicamente, una expresion algebraica estd formada por coeficiente, variable y
exponente; de la siguiente forma

ax

Donde
a es una constante llamada coeficiente
X es una variable
n es el exponente

Las expresiones algebraicas reciben un nombre dependiendo de la cantidad de
elementos que formen en sumas o restas, por ejemplo

ax™ monomio
alx;ll + azx;lz binomio
alx;“ + azx;lz + a3x;l3 trinomio
alx;ll + azx;lz + a3x;13 + a4x24 + .. polinomio
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Antes de aplicar las operaciones matemdticas a expresiones algebraicas, es
necesario identificar los términos semejantes, estos son los que contienen las
exactamente las mismas variables elevadas a sus respectivos exponentes, no
importando el coeficiente, por ejemplo

2x3y4

es termino semejante de

1
Ex3y4

porgue ambos monomios contienen a x3y4
Ejercicios
Indicar los términos semejantes en los siguientes polinomios
1. 2a?+ 4a® —3a?
2. 3ab? —2a®b? + 5a?b
3. 5a’bc +%ab3 + 2bc — 3a%bc
4. abc3® —2xy + 4abc + x%y? + 5abc3
5. 2a,b+5ab—3a.b+ 4a,b
6. 3a?b? —9a3b2

7. a?b3c* 4+ 8b3c* — 7a?b3c* + 2b3c*
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a3b?

8. 5a3h2 4+ 5a3b% —2a3p? — 5

1.4.1 Suma y resta de expresiones algebraicas

En la suma y resta de expresiones algebraicas, se deben sumar o restar los
coeficientes de los términos semejantes.

Ejemplos

Determinar las siguientes sumas y restas de polinomios.

1. 2a?+ 4a® —3a?
Solucion

Se suman los términos
2a? + 4a® — 3a?
—— + [——

semejantes
(2 —3)a’ + 4a®
—1a? + 4a® Por lo tanto
—a? + 4a°®
33,2
azb
2. 543p2 +5a3p% —2a3p? — 5
Solucion
352
5a3b% + 5a3b? — 2a3b? _azb Se Gp/iCagz %a

Se suman términos

1
5a3b? + 5a3b? — 2a3bh? — — a3b? _
2 semejantes

~————
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1

<5+5—2——>a3b2
2
12—5a3b2 Por lo tanto
15
- 3b2
> a

Ejercicios

Determinar las siguientes sumas y restas de polinomios.

1. 2a?b +4a®b—3a?b
2. 3ab? —2a’b? + 5a’*b
1
3. 5a’bc+ Eab3 + 2bc — 3a?bc
4. abc® — 2xy + 4abc + x%y? + 5abc?
5. 2a,b+5ab—3a.b+ 4a,b
6. 3aibi —9aib3 +43aib? —2
7a%b3c*
7. a%b3c* + 8b3c* — — + 2b3c*

5a3b? 5a3b? 2a3b? a3b?

4-+7 5 2
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1.4.2 Multiplicaciéon de expresiones algebraicas

En la multiplicacién de expresiones algebraicas, se multiplican los coeficientes y
se suman los exponentes de las variables correspondientes. No es necesario que
sean términos semejantes.

Ejemplo

Multiplicar las siguientes expresiones.

1. 2a?b3(5a*h®)

Solucién

2a?b3(5a°b”) Se multiplican coeficientes 2 - 5

10[a?b3(a®b7)| Se multiplican a? - a*

10a2°[p3(b7)]

10a’ [b3(b7)] Se multiplican b3 - b”
10atp3*7 Por lo tanto
10a11b10

Ejercicios

1. (2a?b)(4a®b)(3a?b)
2. (3ab?)(2a?b?)(5a%b)
3. (5a%hc) (%ab3) (2bc)(3a?bc)

4. (abc®)(2xy)(4abc)(x*y?)(5abc?)
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5. (2a,b)(5ab)(3a,b)(4a,b)
6. (3afbi)(9a3b3)(43aih?)(2)
253
7. (a?b3c*)(8b3c?) <7aTbc4> (2b3c*)
5a3b?\ (5a3b?\ (2a3b?\ [a®b?
)G 5) ()

1.4.3 Division de expresiones algebraicas

La divisidn puede representarse de distintas formas, como

i€ — cociente
a - numerador . . ..
— ] a+b divisor < p|a — dividendo
b — denominador el .
iid - residuo

En este tema se tratard la division de polinomios. Las reglas de solucién son las
mismas que en los numeros reales.

Ejemplos

Determinar la siguiente fraccion.

4a’b — 2ab* +5
2ab3
Solucién
4a’b — 2ab? +5
2ab3
4a’b  2ab? 5
~ 2ab® 2ab? * 2ab3

Separando términos

Se dividen los coeficientes
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_ iCll_bl; _ Z_Zs n % Aplicando 6;—n =a™™"
2q2-1 a 5

T @b ' 2ab3
2a 1 5

—p—ﬁm Por lo tanto
2a 1 5

“ b2 b * 2ab3

Al dividir polinomios de esta forma se debe seguir lo siguiente.
1. Sise van a separar términos; siempre se separa la parte del numerador,
nunca la del denominador.

numerador — 2ab3 L 2ab® 2ab3 N 2ab3
denominador — 4a%b — 2ab?2+5  4a?b 2ab? 5

2. Los sumandos del numerador no se pueden reducir con sumandos del
denominador.

numerador — 2ab3 + 3ab + 2 . 2ab>+ 3ab + 2
denominador — ab3 + 2ab + 1 abd+2ab+ 1

Para calcular la division de polinomios se siguen los pasos:

Paso 1. Verificar que el numerador sea mayor o igual que el denominador,
esto es, si el exponente mayor de la variable se encuentra en el
numerador, si esto ocurre entonces se continda con el paso 2, si no,
no se puede realizar la divisidn.

Paso 2. se divide en forma de fraccion el sumando de mayor exponente del

numerador con el sumando del mayor exponente del denominador
y se coloca el resultado en la parte del cociente.

32
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Paso 3. Elresultado obtenido en el paso 2 se coloca en la parte del cociente
y se multiplica por cada sumando del denominador y cambiando el
signo, ya que se tiene que restar, y se coloca en la parte del residuo.

Paso 4. Elresultado obtenido en el paso 3 se resta al dividendo o al residuo
anterior.

Paso 5. Sielresiduo es menor que el divisor, se detiene el procedimiento, si
no, entonces se divide en forma de fraccién el sumando de mayor
exponente del residuo con el sumando del mayor exponente del
denominador y se coloca el resultado en la parte del cociente se
repiten los pasos 3 al 5.

Ejemplos

Determinar las siguientes divisiones.

403 —2a* —a+5
2a2+a—1

Solucion

2.

403 —2a* —a+5

2a2+a—1

2a? 4q3 —=2a
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2a° +a—-1
Paso 4

—4q3

2a

| 43 —-2a2—a+5
—4q3 — 2a?
2a

| 4a3 —2a? —a+5
—4a% —2a” + 2a

2a

|4ai—2a2—a+5
—4a%—2a% + 2a

—4a®4+a+5

2a

42 —2a? —a+5
—4a>—2a* + 2a

—4a’+a+5

Se multiplica
2a(2a’+a—1)
Y se cambian los signos

Se suman o restan
términos semejantes
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- 2a —2

2a2_|:";l_1 462 —2a’ —a+5

—4a3 —2a% + 2a

—4a*+a+5

2a—2

—4a3 —2a% + 2a

—4a*+a+5
4q?

- Ja—2

2a2-|:”(.1—1 42 —2a? —a+5

—4a®—2a% + 2a

—4a*+a+5
4a” + 2a
- Ja—2

202 +a—1 42— 2a%2—a+5

—4a2 —2a® + 2a

—4a’+a+5
4q% 4+ 2a -2
2a—2

2a2-|:“;l—1 42 —2a%2—a+5

—4a>—2a* + 2a

—4a2+a+5

4a2+2a -2

Se multiplica —2 por
2a°2+a—1 yse
cambian los signos

Se suman y restan
términos semejantes
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3a+ 3
Paso 5.

Se divide el residuo entre el
denominador

3a+3

+2012+a—1

22 +a—-1

3a+3
De aqui que el resultado es:

5 94 3a+3
a 202 +a—1
8a*—2a®+a*+5a-2

az—a+4

Solucion

3.

8a*—2a®+a’+5a-2
az—a+4

2
a 8a*
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Se multiplica
i 8a? 2/ 2
5 i ; 8a%(a*—a+4)
a®—a+4| 8a*—2a®+a?+5a—2 .
i Y se cambian los
signos

8a?

a’?—aq+4| 8a*—2a3+a?+5a—-2

—8qg*4

8a?

a?—q+ 4| 8a*—2a3+a%2+5a—-2

_8a4 + 8a3

8a?

a?—a+4| 8a*—2a3+a?2+5a—-2

Se suman o restan

s términos semejantes

—8a* + 8a® — 32a?

e 8a2

i —gat 4 843 — 3242

6a3 —31a® + 5a — 2

Paso 5. El residuo es mayor que el denominador, por lo tanto se
continuda con el paso la division.
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8a?
aZ_"ZL+4 8at—2a®+a?+5a—-2 6
—8a* + 8a® — 3242 —7 = 6a
6a® —31a? +5a — 2
Paso3
8a” + 6a Se multiplica
az_m;l_|_4 8a* —2a3+a? +5a -2 6a(a® —a+4)
—8a* + 8a3 — 32a? Y se cambian los
- 6a® —31a®>+5a—2  Signos
80’ + 6a
a2_:";+4 8at—2a3+a?+5a—2
i _gat 4 8ad — 3242
o 6a® — 31a? + 5a — 2
i ed?
80 + 6a
a’—a+4| gt 243+ a2 +5q—2
—8a*+ 8a® — 32a?
6a —31a’+5a —2
—6a® + 6a?
8a” + 6a
a’ —a+4gat 2434 a2+5a—2
—8a*+ 8a3 — 32a?
6a3 —31a? + 5a — 2
—6a® + 6a’ — 24a
Paso 4.
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8a’ + 6a

8at—2a3+a%?+5a -2
Se suman o restan

—8a*+ 8a3 — 32a?
66— 31a® + 5a — 2 términos semejantes
—6a3 + 6a* — 24a
bd —25a% —19a — 2

Paso 5. El residuo es igual que el denominador, por lo tanto se
continua con la divisién

o 8a? + 6a — 25
a2_...9+4 8at—2a3+a?+5a—2
—8a* + 8a® — 32a? —25a? .
6a%— 31a® + 5a — 2 a?
—6a2 + 6a* — 24a
—25a% — 190 — 2
Paso 3.
o 8a” + 6a — 25
a? —a+4| 8a*—2a3 +a? +5a — 2
—8a%* 1 8a3 — 3242 Se multiplica —25
o 63— 31a2 + 5a — 2 pora?—a+4yse
—6a3 + 6a2 — 24a cambian los signos
..... —25a%? —19a — 2
b 25a?
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8a? + 6a — 25

8at—2a3+a%?+5a -2

—8a + 8a® — 32a?
6a%—31a® +5a — 2
—6a2 + 6a® — 24a
_____ —25a% —19a — 2
i 25a% — 25a

8a”? + 6a — 25

a’—a+4| 8at—2a3+a?+5a—2
w —8a* +8a® — 32a?
66— 31a’*+5a —2
—6a% + 6a* — 24a
—25a% —19a — 2
25a% — 25a + 100

8a? + 6a — 25

a’?—a+4 |8at—2a3+a?+5a-2

o —8a* + 8a3 — 3242
6a>—31a* + 5a — 2
—6a2 + 6a? —24a

—254%— 19a — 2
..... 2542 — 25a + 100
b —44q + 98

Paso 5.

Se suman o
restan términos
semejantes
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—44a + 98
a’?—a+4
aZ—a+4 Como el residuo
es menor que el
denominador, se
divide
—44a + 98
a?—a+4
—44a + 98
Por lo tanto la solucién es
) —44a + 98
8a“+6a — 25 +———
a‘*—a+4
Ejercicios
Determinar las siguientes divisiones.
1 3a* —2a? +2 5 7a® +3a® +1
' 5a2 -1 ' a* — 2a?
5 x> —x*+x?—x+4 6 9a*+3a® —4a’+a-1
x%2+x—2 a?+2a-1
3 5y7 — 2y5 + 8y3 — 9y? 7 c74+2c5+4c*+1
2y3 -y 4¢3 —3¢c2 -1
4 b® — b7 + b> — b* 8 —4a° — 3a% -2
b3 +1 —5a?—-a-1
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1.5 Formula cuadratica

Sea el polinomio ax? + bx + ¢ = 0, se define la ecuacién cuadratica o férmula

general
—b +Vb? — 4ac
x= 2a
donde

a, b y € son constantes.

La formula general se utiliza para determinar la solucidon o soluciones de una
ecuacioén cuadrética. Se le llama discriminante a b — 4ac.

Si b%2 — 4ac > 0, entonces La ecuacion cuadratica tiene dos soluciones
reales y diferentes.

Si b2 — 4ac = 0, entonces La ecuacion cuadratica tiene dos soluciones
reales e iguales.

Si b%2 — 4ac < 0, entonces La ecuacion cuadratica tiene soluciones
complejas.

1.5.1 Soluciones reales

Si el valor del discriminante es positivo o cero, entonces las soluciones son reales.

Ejemplos
Resolver las siguientes ecuaciones cuadraticas usando la férmula general.
1. x>+2x—-3=0

Solucioén

La ecuacion tiene la forma
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ax?+bx+c=0

donde
}sz-l:vngzo
a b c

a=1 b=2 c=-3

Aplicando la formula general

_ VP2 —
x = b+ Vb* — 4ac Sustituyendo
2a
_ —23422-4(1)(-3) Desarrollando las
x= 2(1) multiplicaciones
=24 4- (—12) Leyes de los signos en
X = 2 —(-12) =12
x = —Zi— V4 +12 Sumando 4 + 12
2
El discriminante es
x = —2%V16 positivo.
2 Se determina V16
-2+
x = 22_ 4 Se aplica la suma y la resta
—-2+4 _—2—-4
Xq > X, = >
2 —6
X1 = ) Xy = 2
xl = 1 .xz = _3

2. x2—-2x+1=0

Solucion
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La ecuacion tiene la forma
ax?+bx+c=0
donde
}sz —2x+1=0
a b c
a=1 b=-2 c=
Aplicando la formula general
_ Vp2 —
x = bt vb 4ac Sustituyendo
2a
X D llando |
e — 7 esarrollando las
= 24 ‘/( 2) UOIO) multiplicaciones
2(1)
x = 2ivi—4 Restando 4 — 4
2
2++0 El discriminante es cero.
r=— Se determina /0 = 0
+
x = # Se aplica la suma y la resta
240 2—-0
X1 = 2 Xy = 2
2 2
X, = > X, = >
X1 = 1 Xy = 1
Ejercicios

Resolver las siguientes ecuaciones cuadraticas usando la férmula general.

44



Tecnoldgico Nacional de México Campus Huatabampo
Curso propedéutico en matematicas

Algebra
2
1. —2x2—2x+3=0 5. X _7x_1_,
2 8 2
2 2,
2. x*+4x-5=0 6. —7x —2x+3=0
1 2
3. x2+5x—5:0 7. x*—8x+7=0
x? x> +x-5

1.5.2 Soluciones complejas

Si el valor del discriminante es negativo, entonces la solucidn es compleja; el
resultado es un nimero complejo y su conjugado.

Se ampliaran los nimeros complejos en algebra lineal.
Ejemplo

Resolver la siguiente ecuacién cuadratica usando la férmula general.

1. x2-2x+5=0
Solucién
La ecuacion tiene la forma

ax’?+bx+c=0

donde
ixzjxﬂ=0
a b [
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a=1 b=-2 ¢=5

Aplicando la formula general

X

X

X

X

—b ++Vb% — 4ac
2a

—(=2) £/ (=2)2 = 4(1)(5)

2(1)
2++v4-20
2

2++v-16
2

2++/16(-1)
2
2+V16V-1
2
2+44
2

4.
ke
24

Se sustituyen valores

Se desarrollan las
multiplicaciones

Seresta4 — 20

El discriminante es
negativo. Se separa en
factores —16 = 16(—1)
Se aplica
J16(-1) =V16vV—1
Se aplica16 = 4y
V-1=4

Se separan términos

Se dividen las fracciones

x1=1+2’i/ x2=1—2’l:

De esta forma se obtiene como resultado un nimero complejo y su

conjugado

Ejercicios

Resolver las siguientes ecuaciones cuadrdticas usando la férmula general.
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1. —x24+x—-1=0
2. x2-2x4+7=0
3. 2x2—-x+2=0

1
4. Exz—x+3=0

1.6 Ecuaciones logaritmicas

X
5. x> +—-+5=0

5

9

6. x2—x+-=

2

0

7. —x*4+x-1=0

7

—2x2+x-5

Para determinar las soluciones de ecuaciones que involucran logaritmos, se
siguen las leyes de los logaritmos base a y logaritmos naturales o neperianos.

Leyes de los logaritmos

Logaritmos base a
1. logax=y es a”¥=x 8.

2. log,xy =log,x+log,y 9.

X
3. loga; =log, x —log,y 10.

4. log,x™ =nlog, x 11.
In x

5. =— 12.
logg x Ina

6. log,a™=n 13.

alogax =x
log,x =Inx

log1ox =logx

logl =0
log,a=1
log0 = —

N

Logaritmo natural
Ina™ =nlna

Inab=1Ina+1Inb
nE=1na—Inb
nb—na n

In0 = -

In(—a) = indet.

In(o0) = o0
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log. x

7. =
log, x og, a

Se debe tener cuidado de no caer en errores como
In(x+y)=Inx+Iny Error

iEsto es un error! Ya que no existe una ley de logaritmos que indique esta igualdad
para simplificarlo, por lo tanto

In(x+y)#Inx+1Iny correcto
Ejemplos

Aplicar leyes de los logaritmos a los siguientes ejemplos.

b
1. log,6 —
Oga Cd
Solucién
1 b Se ap/ifa
%8aq loga v loga x —loga y

Se aplica

b
Z —log, b —1
loga cd 5o b M log, xy = loggx + log, y

logag =log, b Se desarrolla

— (log, ¢ + log, d) —(log, ¢ +log, d)

b
logaa =log, b —log, c —log,d  Porlotanto

b
logaa =log, b —log, c —log, d
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) Vb7 T2
. lOga—s
c
Solucién
Vb? +2
lOgaC—S
b
logaa =log, Vb? + 2 —log, c®
b 2 z 5
logaa =log,(b* + 2): —log, ¢
b 1 1
logaa = §loga(b2 +2)3
—5log, ¢
b 1 1
10gaa = §loga(b2 + 2)5
—5log, c
Ejercicios

Se aplica
X
logg ; = logax —loggy

Se aplica

b2+ 2= (b% +2)

Se aplica

log, x™ =nlog, x

Por lo tanto

Aplicar leyes de logaritmos a los siguientes ejercicios

2 4
b b\,
s 5. log, (E) B2 +1)
b5 b 2
2. log, N 6. log, (E) +b
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_ 2
b1 bcy?
3 loge || 7 loga |(7) (dz‘z)]

4. log, [(%) (;)] 8. log, :(b + 83_ C/gg —b) r

Estas leyes se aplican para dar solucidn a funciones logaritmicas como se explica
en los siguientes ejemplos.

Ejemplos

Determinar el valor de x en los siguientes ejemplos.

1. logs(x+4)=2
Solucién

Se aplica log, x = y que

logs(x +4) = 2 significa a¥ = x

52=x+4 Se desarrolla 52 = 25

25=x+4 Se despeja x
25-4=x Se resta 25 — 4

21 =x

Esto significa que si se sustituye x = 21 en logs(x + 4) = 2 se cumple
con el logaritmo.

2. log,(5x —3) =log,u(x +1)
Solucién

Se aplicalog, x =y

logs(5x — 3) = log,(x + 1) que significa a¥ = x
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41084 (x+1) — 410g,(5x-3) Se aplica al©9a* = x
x+1=5x—-3 Se despeja x
1+3=5x—x

4 = 4x
4
1%
1=x

Por lo tanto si se sustituye x = 1 enlog,(5x — 3) = log,(x + 1) se
cumple con la igualdad

Ejercicios

Determinar el valor de x en los siguientes ejercicios.

1. log,x =log,(7 — x) 5 Inx3=4
2. logs(2x —3) =logs(1 —x) 6. In(x+1)=In2+x)
3. log(—5—x) =log(x — 2) 7. eXIn5 =5
1 1
4. loge(x+3) = 7 8. eXInz— 7

1.7 Desarrollo de Productos de polinomios

1.7.1 Multiplicacién de polinomios

51



@

Tecnoldgico Nacional de México Campus Huatabampo
Curso propedéutico en matemadticas
Algebra

Ejemplos

Desarrollar la siguiente multiplicacién.

1. 2x%2y(5x3y? —x+1)
Solucién

Se multiplica y se
2x%y(5x3y? — x4+ 1) aplican leyes de los
exponentes

= 2x%2y(5x°y?) + 2x%y(—x) + 2x2y(1)
— 10x2+3y1+2 o 2x2+1y + Zny
= 10x5y3 — 2x3y + 2x%y

2. (2a—3b)(—4a? + 5b3 — 7ab)

Solucidn
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Se multiplica y se
(2a — 3b)(—4a? + 5b% — 7ab) aplican leyes de los
exponentes

2a(—4a?) + 2a(5b%) + 2a(—7ab)
—3b(—4a?) —3b(5h*) — 3b(—7ab)

= —8a'*? + 10ab3® — 14a**'b
12a?b — 15b' "2 + 21ab' !

= —8a’ + 10ab3® —14a?b

Términos semejantes
12a?b — 15b* + 21ab?

= —8a3 + 10ab3® — 2a’bh — 15b*

4 21ab? Por lo tanto

= —8a3 + 10ab3® — 2a?b — 15b*

+ 21ab?
Ejercicios
1. (—x?+2)(5x*>—4x+1) 5. (—4a —7ab + 2)(5a — 2ab)
2. (2a + 4b)? 6. (—9a+b)?(-9a—-1)
3. (5a—-9b+4)(2ab—5b—1) 7. (7a® - a)*(2a? — 4a — 1)?
4. (—4y+5)3 8. (=5a-—4)3(—a%?+1)3

1.7.2 Desarrollo de multiplicaciéon de binomios conjugados
(a+ b)(a— b)
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Existen dos alternativas para desarrollar (a + b)(a — b), siendo

a) Desarrollando la multiplicacién de binomios, como se vio en el tema
multiplicacidn de polinomios; es decir,

(a+b)(a—>b)

b) Aplicar productos notables, donde se tendra como resultado el cuadrado
del primer elemento, menos el cuadrado del segundo elemento.

(a+b)(a—b) = a* — b?
A continuacion se veran ejemplos aplicando productos notables.
Ejemplo

Aplicar productos notables al siguiente ejemplo.

1. (x+2y)(x —2y)

ol ) ol )

a=x b =2y

donde

Se aplican productos notables

(a+b)(a—->b) =a?—-b? Sustituyendo
(x +2y)(x — 2y) = (0)? — (2)? Se desarrolla
(x+2y)(x = 2y) = x* — (2)%y”

(x +2y)(x — 2y) = x* — 4y? Por lo tanto
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(x +2y)(x — 2y) = x? — 4y?
Ejercicios

Aplicar productos notables a los siguientes ejemplos.

1. (3a—4b)(3a + 4b)
2. (—=5a+2b)(5a+ 2b)
3. (—2a+5b)(5b+ 2a)

4. (7a—8b)(—8b + 7a)

1.7.2 Desarrollo del producto de binomios con un término comun
(a+b)(a+c)

Existen dos alternativas para desarrollar (a + b)(a + ¢), siendo

a) Desarrollando la multiplicacion de binomios, como se vio en el tema
multiplicacidn de polinomios; es decir,

(a+b)(a+c)

b) Aplicar productos notables, donde se tendra como resultado el cuadrado
del primer elemento, mas la suma del segundo elemento de cada binomio
por el primer elemento, mas el producto del segundo elemento de cada
binomio.

(a+b)a+c)=a?+ (b +c)a+bc

A continuacidn se verdn ejemplos aplicando productos notables.

55



Tecnoldgico Nacional de México Campus Huatabampo
W_Eé Curso propedéutico en matematicas
Algebra

Ejemplo

Aplicar productos notables al siguiente ejemplo.

1. (x+2)(x—4)
Solucién
a b/ \a ¢

donde

a=x b=2 c=—4
Se aplican productos notables
(a+b)a+c)=a’+ (b+c)a+bc Sustituyendo
(x+2)(x—4)=()?>+ @2 - Dx+@2)(—4) Sedesarrolla
x+2)(x—4)=x*>+(-2)x+ (—8)
(x+2)(x—4)=x>—-2x—38 Por lo tanto
(x+2)(x—4)=x*-2x—-8

Ejercicios

Aplicar productos notables a los siguientes ejemplos.

(Ba—4)(3a+5)
(=5a+2)(-5a +4)
(=2+5b)(5b—-7)

(7a — 8)(—9 + 7a)
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Existen dos alternativas para desarrollar los binomios de la forma (a + b)?, siendo

a) Desarrollando la multiplicacion de binomios, como se vio en el tema
multiplicacidn de polinomios; es decir,

(a+b)?=(a+b)(a+b)

b) Aplicar productos notables, donde se tendrd como resultado el primer
elemento elevado al cuadrado, mas el doble del primer elemento por el
segundo, mas el cuadrado del segundo elemento.

(a + b)? = a? + 2ab + b?
A continuacion se veran ejemplos aplicando productos notables.

Ejemplos
Aplicar productos notables a los siguientes ejemplos.

1. (—9x + 4y)?

Solucidén

2-n
(—9x +4y>

a b
donde
a= -9 b =4y n=2
Se aplican productos notables
(a + b)? = a? + 2ab + b? Sustituyendo

(—=9x + 4y)? = (—9x)? + 2(—9x) (4y)

+ (49)2 Se desarrolla
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(—9x + 4y)? = (—9)?x? + 2(—36xy)
+(4)%y?

(—9x + 4y)? = 81x% — 72xy + 16y? Por lo tanto
(—9x + 4y)? = 81x2 — 72xy + 16y?

2. (x—2y)?
Solucién
2-n
(=)
a b
donde
a=x b=-2y n=2

Se aplican productos notables

(a+ b)? = a? + 2ab + b? Sustituyendo
(=9 +4y)? = ()2 +20)(—2y) + (—2y)? Se desarrolla
(—=9x + 4y)%2 = x? + 2(—2xy) + (=2)*y?
(—9x + 4y)? = x? — 4xy + 4y? Por lo tanto
(—9x + 4y)? = x? — 4xy + 4y?

Ejercicios

Aplicar productos notables.

1.

2.

(5a + 3b)?

(—=2a + 7b)?
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3. (4a? — 5b*)?

4., (—10a* —5b%)?

1.7.4 Desarrollo de binomios de la forma (a + b)3

Existen dos alternativas para desarrollar los binomios de la forma (a + b)3, siendo

a) Desarrollando la multiplicacién de binomios, como se vio en el tema
multiplicacion de polinomios; es decir,

(a+b)>=(a+b)a+b)(a+b)

b) Aplicar productos notables, donde se tendrd como resultado el primer
elemento elevado al cubo, mas el triple del primer elemento al cuadrado
por el segundo, mas el triple del primer elemento por el cuadrado del
segundo elemento, mas el cubo del segundo elemento.

(a+ b)% = a3+ 3a?b + 3ab? + b3
A continuacion se veran ejemplos aplicando productos notables.

Ejemplos

Aplicar productos notables a los siguientes ejemplos.

1. (—9x +4y)3

Solucidén

3-n
(—9x +4y>

a b
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Se aplican productos notables
(a+ b)3 = a3+ 3a?b + 3ab? + b3
(—9x + 4y)3 = (—92)3 + 3(—9x)%2(4y) + 3(—9x)(4y)? + (4y)?

(=9x + 4y)*® = (—9)°x* + 3[(=9)*x*](4y) + 3(—9x) (4)*y*
+ 4%y’

(—=9x + 4y)3 = —729x3 + 3(81x%)(4y) + 3(—9x)(16)y? + 643
(—9x + 4y)3 = —729x3 + 972x?%y — 432xy? + 64y3

(—9x + 4y)3 = —729x3 + 972x%y — 432xy? + 64y3

2. (x—2y)3
Solucién
3-n
(=)
a b
donde

Se aplican productos notables
(a+ b)% = a3+ 3a?b + 3ab? + b3
(=9x + 4y)% = x3 + 3x2(—2y) + 3x(—2y)%? + (—2y)3

(—9x + 4y)3 = x3 — 6x2%y + 3x(—=2)?y? + (=2)°y*®
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(—9x + 4y)3 = x3 — 6x2%y + 3x(4)y? + (—8)y3
(—9x + 4y)3 = x3 — 6x%y + 12xy? — 8y3
(—9x + 4y)3 = x3 — 6x%y + 12xy? — 8y3
Ejercicios
Aplicar productos notables.
1. (5a+3b)3
2. (-2a+7b)3
3. (4a? —5b*)3

4. (—10a* —5b°)3

1.7.5 Desarrollo de binomios de la forma (a + b)"
Para desarrollar (a + b)™ se puede realizar en tres formas; que son
a) Desarrollando la multiplicacion de binomios,
(a+b)"=(@a+b)la+b)la+b)-(a+b)

b) Desarrollar por medio del teorema de Newton,
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nn—-1
(a+b)*=a™+na™ b+ %a”‘zb2
nn—1)n-2
D02
3!
N nn—-1)n-2)(n—r+2) I
(r—1)!
donde
r=20,123,..

c) Desarrollar con el triangulo de Pascal, el cual brinda los coeficientes de
cada sumando del resultado.

1 n=20

1 i1 n=1

1 i 2 il .. 1 n=2

1 23 3 @i o3 1 n=3

1 i3 4 i e i 4.. ;jj:;.. 1 n=4

exponente del primer elemento del binomio por el incremento del
exponente del segundo elemento de binomio.

Ejemplo

Desarrollar con el teorema de Newton y con el triangulo de Pascal el siguiente

ejemplo.
1. (—x+4)3
Solucién
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3-n
< >
a b

a=—Xx b=4 n=3

Donde

Por el teorema de Newton

(a+b)* =a™+na" b+ n—(nZT D) a™2p?
N n(n — 13)|(n -2) 4"3p3 4
nn-1Dm-2)(n—r+2) g T
* G- D! b
3 _ 3 3-1 3( D 3-2(1)2
(=x+4)° = ()" + 37D + —— ()7 (4D)
36— 13)!(3 =2y 3(4)3
(—x+4)3 = x> +3(—x)?(4) +Q( —x)"(16)
3(2)(1) (—3)°(64)

(—x +4)3 = —x3 + 1247 +§(—x)(16) +§(1)(64)
(—x+4)3 = —x3 4+ 12x% = 3(16)x + 1(1)(64)
(—x +4)3 = —x3+12x% —48x + 64

(—x +4)3 = —x3 + 12x% — 48x + 64

Solucién por tridngulo de Pascal
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Donde

Por el tridngulo de Pascal

Comon = 3, se determinan los coeficientes

Se colocan los coeficientes de la siguiente forma
(a +b)® =1a° + 3a’b + 3ab? + 1b°

(a+b)® = (=) +3(—2)*(4) + 3(—)(4)?
+ (4)3

(a+b)3 = —x3+12x% — 3x(16) + 64
(a+b)3 =—x3+12x% — 48x + 64
(a+b)3 =—x3+12x> — 48x + 64

Ejercicios

Demostrar los siguientes ejercicios aplicando el teorema de Newton o triangulo
de Pascal.

Ejercicio Solucién

64



W)
=

“
4

Tecnoldgico Nacional de México Campus Huatabampo
Curso propedéutico en matematicas

Algebra
1. (x+3)3 x3 +9x2 +27x + 27
2. (x—5)* x* — 20x3 + 150x? — 500x + 625
3. (x+7)° x” + 35x* + 490x3 + 3430x2 + 12005x + 16807
4. (—x+7)3 —x3 4+ 21x? — 147x + 343
5. (—x—2)* x* + 8x3 + 24x? + 32x + 16
—32x% —320x* — 1280x3 — 2560x% — 2560x
9 — A)5
6. (—2x—4) _ 1024
7. (x? —4)* x8 — 16x°® + 94x* — 256x% + 256
8 (—x*-4)3 x1? — 12x8 + 48x* — 64

1.8 Factorizacion

Las factorizaciones son muy utiles para reducir polinomios a su minima expresion,
y para determinar las raices (soluciones) de ecuaciones o funciones.

1.8.1 Factor Comun

El factor comun es el que se encuentra presente en varios o todos los elementos
de un polinomio, por ejemplo

ab+ac—ad=alb+c—d)
Donde claramente se ve que a es un factor comun por encontrarse en todos los
elementos del polinomio.

Ejemplos

Determinar el factor comun en los siguientes ejemplos
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1. ab? + a?b — a®b?
Solucion

Puede observarse que tanto a como b se encuentran en todos los
elementos del polinomio; asi que se toman como factor comun los de
menor exponente.

ab? + a®b — a®b?
=ab(b +a — ab)

2. 10ab? —15a?b — 20a?b?
Solucion

Puede observarse que tanto a como b se encuentran en todos los
elementos del polinomio; ademas, se observa que 5 es multiplo de todos
los coeficientes.

10ab? — 15a%b — 20a?b?
= 5ab(2b — 3a — 4ab)

Ejercicios

Determinar el factor comun de los siguientes ejercicios.

1. 5xy? —2x2%y + 8x2y?
2. —4a3b3c3 + 8a?b%c? — 12a®bc3
3. —x%y3z* + 4x3y*z° — 10x%y* + 15x2y

—5a3 — 4abc — 8a?b?
2a2b + 4a?b?
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1.8.2 Factorizacion de trinomios

Un trinomio que esta formado por dos términos cuadraticos, que se encuentran
en los extremos, y un término lineal, que se encuentra en el centro; es decir,

a? + 2ab + b? ) a? — 2ab + b?
Es posible factorizarlo por alguno de los siguientes métodos.
1. Factorizacion de trinomio cuadrado perfecto.
2. Factorizacion general de trinomios.
3. Factorizacion por férmula general.
Nota: Si el trinomio que se desea factorizar no esta escrito en la forma

a® + 2ab + b?, entonces, por comodidad, deberd escribirse en este
orden.

1.8.2.1 Factorizacion de trinomios cuadrados perfectos a? + 2ab + b?
como binomios al cuadrado (a + b)?

Un trinomio que tiene las formas
a’ + 2ab + b? 0 a’ — 2ab + b?
Se pueden factorizar como
a? + 2ab + b? = (a + b)? o a® —2ab + b%? = (a — b)?
Respectivamente. Para determinar si un trinomio cumple con alguna de estas

formas se recomienda seguir el método que a continuacién se propone.

Paso 1. De terminar la raiz cuadrada de a?y de b2.

Paso 2. Se obtiene el doble producto de a por b; es decir,
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2ab.
Paso 3.

Se compara el resultado obtenido en el paso 2 con el término
lineal del trinomio. Si son iguales, entonces se continda con el
paso 4, si no, entonces no es un trinomio cuadrado perfecto.
Paso 4. Se escribe

a’?+2ab+b*=(a+b)> o a®-2ab+b?=(a—b)?
Ejemplos

Factorizar los trinomios.

1. x%+10x +25

Solucién
x? +10x +25
a2 b2
Paso 1.
a? = x? b? = 25 Se aplica raiz cuadrada
a=/x2 b =125
a=x b=5
Paso 2.
2ab Sustituyendo
2ab = 2(x)(5)
2ab = 10x
Paso 3.
x? + 10x + 25 Se compara
Paso 4.
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x? 4+ 10x + 25 = (x + 5)2

2. 10000x2 —200x + 1

Solucion
10000x2 — 200x + 1
a2 b2
Paso 1.
a® = 10000x? b2 =1 Se aplica raiz cuadrada
a =+/10000x? b=11
a = 100x b=1
Paso 2.
2ab Sustituyendo
2ab = 2(100x)(1)
2ab = 200x
Paso 3.
10000x2 — w +1 Se compara
Paso 4.

10000x2 — 200x + 1 = (100x — 1)?
Ejercicios
Factorizar los siguientes ejercicios.

1. 25x2—30x+9 5. 25x* —10vV2x% +2

2. 100x% — 100x + 25 6. 81x* —18v2x%y5 + 210

69



a5

Tecnoldgico Nacional de México Campus Huatabampo
Curso propedéutico en matematicas

Algebra
3. 81x%+126x + 49 7. 9a*b0 + 12a*b° + 4a*b®
4, x*—18x?+81 8. (a’?+2ab+b*)x*>—4(a—b)x+4

1.8.2.2 Factorizacion de trinomios de la forma x% + bx + c 0 a’x%* + bx +
¢ como factores con término comin (x + d)(x + e)

Un trinomio que tiene las formas
x2+bx+c o x2+bx+c
Se puede factorizar como
x>+bxtc=((x+d)(x+e) o ax’+bxtc=(mx+k)(nx+10)

Respectivamente. Para factorizar un trinomio de cualquiera de estas formas se
recomienda seguir el método que a continuacién se propone.

Parax?+ bx + ¢ Paraax? + bx + ¢
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Paso 1. Se determina la raiz Se multiplica y se divide por el
cuadrada de coeficiente del termino cuadratico
2
X alax?+bx +c)
Y se coloca el resultado en P
ambos(factor)e(s ) De tal forma que se escribe
X X
(ax)? + b(ax) + ac
a
Paso 2. Se coloca el signo de b en el Se determina la raiz cuadrada de
primer factor (ax)?
(x+ )x ) Y se coloca el resultado en ambos
Se multiplica el signo de b @ factores
por el signo de c y se coloca (ax )(ax )
en el segundo factor a
(xx )x+ )
Paso 3. Se determinan dos  Se coloca el signo de b en el primer
cantidades d, e que al factor
multiplicarse den como (ax + )ax )
resultado ¢ y al sumarse a
den como re.sultado b. Se Se multiplica el signo de b por el signo
c?lo?a la c]?ntldad rlnayor €N deac y se coloca en el segundo factor
el primer factor y la menor
+ +
en el segundo factor. (axt Jaxt )
(x+d)(x te) ¢
Paso 4. Se determinan dos cantidades k, [ que

al multiplicarse den como resultado
acy al sumarse den como resultado b.
Se coloca la cantidad mayor en el
primer factor y la menor en el segundo
factor.

(ax £ k)(ax £ 1)
a

71



Tecnoldgico Nacional de México Campus Huatabampo
W_Eé Curso propedéutico en matematicas
Algebra

Paso 5. Se determina el factor comuin de cada
binomio del numerador

fimx £ k) f,(nx £ 1)
a

Paso 6. Se multiplican los factores comunes

fiLxxi)x£D)

a

Y se simplifica
Paso 7. Se escribe el resultado
ax?+bx+c=(mx+k)(nx +1)

Ejemplos
Factorizar los siguientes trinomios.
1. x2-2x-8
Solucién

x?>—2x—8

Es de la forma x? + bx + ¢ donde

N

x*—2x—8
\—v’—J\—v—J S
x2 b c
2

x?% = x? b=-2 c=-8

Paso 1. Se determina la raiz cuadrada de x?

x2 = x2
f =

X=X

Y se coloca el resultado en ambos factores

72



@

Tecnoldgico Nacional de México Campus Huatabampo
Curso propedéutico en matemadticas

Algebra
CODICI
Paso 2. Se coloca el signo de b en el primer factor
x— )& )
Se multiplica el signo de b por el signo de c y se coloca en el
segundo factor
)=+
(x— &+ )

Paso 3. Se determinan dos cantidades d, e que al multiplicarse den como
resultado c y al sumarse den como resultado b.

d - e = ¢ d + e = b

1(—8) = -8 1+(-8)=-7 X
—-1(8) = -8 -14+8=-7 X
2(—4) = -8 24 (—4)=-2 v
—2(4) = -8 —244=2 X

Se coloca la cantidad mayor en el primer factor y la menor en el

segundo factor.

x—2(x+2)

Por lo tanto

x2—-2x—-8=(x—-4)(x+2)

2. 20x%?—-11x -3

Solucioén
20x%2 —11x — 3
Es de la forma ax? + bx + ¢ donde
20x% —11x -3
—— —— —
ax? b c
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Paso 1. Se multiplica y se divide por el coeficiente del término cuadrdtico
200(20x% — 11x — 3)
20
De tal forma que se escribe

(20x)% = 11(20x) — 60
20

donde
x?>=(20x)? x=20x b=-11 c¢=-60

Paso 2. Se determina la raiz cuadrada de (20x)?

x2 = (20x)?
Jx2 = [(20x)2
x = 20x

y se coloca el resultado en ambos factores
(20x )(20x )
20

Paso 3. Se coloca el signo de b en el primer factor

(20x — H)Q0x )

20
Se multiplica el signo de b por el signo de c y se coloca en el
segundo factor
)=+
(20x — H)QR0x+ )
20

Paso 4. Se determinan dos cantidades k, | que al multiplicarse den como
resultado c y al sumarse den como resultado b.
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1(—60) = —60 1+ (—60) = —-59 X
—1(60) = —60 —1+60=059 X
3(—20) = —60 3+ (—20) =-17 X
—3(20) = —60 -34+20=17 X
5(-12) = —60 5+ (—12) =-7 X
—5(12) = —60 —-5412=7 X
6(—10) = —60 6+ (—10) = -4 X
—6(10) = —60 —-6+10=4 X
15(—4) = —60 15+ (—4) =11 X
~15(4) = —60 ~15+4 =-11 v

Se coloca la cantidad mayor en el primer factor y la menor en el

segundo factor.

(20x — 15)(20x + 4)
20
Paso 5. Se determina el factor comun de cada binomio del numerador
5(x —3)4(5x + 1)
20
Paso 6. Se multiplican los factores comunes

20(4x —3)(5x + 1)
20

Y se simplifica

(4x —3)(5x + 1)

Paso 7. Se escribe el resultado

20x? —11x —3 = (4x — 3)(5x + 1)

Ejercicios

75



Tecnoldgico Nacional de México Campus Huatabampo 4 '?\':7’ .
ﬁ—g Curso propedéutico en matematicas = 5
Algebra B

Demostrar las factorizaciones.

Ejercicio

x%> —5x — 14

—20x?% —43x — 14

Solucion

x+2)(x—=17)

(5x +2)(—4x—7)

x2—17x + 72 (—x +9)(—x +8)
9x? — 21x + 12 (=3x +4)(—3x +3)
—8x2 +29x — 15 (8x —5)(—x +3)
35x%2 —31x — 6 (=7x —2)(5x + 3)
18x2% +21x — 9 (2x +3)(9x —3)
g Xt _Tx_ 1 (Ex+1)(2x_z)
8 16 10 2 4/ \4 5

1.8.2.3 Factorizacién de trinomios de la forma ax? + bx + ¢, por
formula general

Un trinomio que tiene la forma

Se puede factorizar como
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—b +Vb? — 4ac
X =
2a

De la siguiente forma.

Ejemplo

Factorizar el siguiente ejemplo por férmula general.

1. —36x%+53x—10
Solucién
—36x2 +53x — 10
Es de la forma
ax?+bx+c
Donde

—36x%4+53x—10
o B e

a=-36 b =53 c=-10

Se aplica la formula genera

_—bt Vb2 — 4ac
x= 2a
_ —534/(53)2 — 4(-36)(—10)
B 2(—36)
_ —53+,/2809 — 4(360)
= —72
_ —53++/2809 — 1440
= —72
—53 + /1369
YT

Se sustituyen valores

Se desarrollan las
multiplicaciones

Se resta 2809 — 1440

Se determina V1369
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—53+ 37 Se suma y resta —53 +
=T, 37
—53+37 —-53-37
S S
—16 -90
Xy = 5 X, = 7
2 5
=g X =7
Para igualar a cero cada ecuacion
2 5
X = 5 x = 7
9x =2 4x =5
9x—-2=0 4x —5=10

Por lo tanto

—36x% +53x —10 = (9x — 2)(4x — 5)
Ejercicios

Demostrar las siguientes factorizaciones por férmula general.

Ejercicio Solucion
1. —20x% —43x —14 Gx+2)(—4x—7)
2. —x?>+7x-10 (x=5)(—x+2)
3. x*+4x?-32 (x? —4)(x?> +98)
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4. —9x8 + 27x*y — 20y? (—3x* — 4y)(3x* — 5y)
LI 1
5. 5x2+x+5 SRR | WRET
' 3V11
10 °

1.8.3 Completar el trinomio cuadrado perfecto

Para completar el cuadrado en las expresiones x? + bx + c 0 x> — bx + ¢, se
sigue

e () e (O) = (o) 2o (O)

o bt (D) te- (D) = (x-2) we-(2)
2) = 2 2/ — 2
Respectivamente.
Es decir; se sumay se resta el cuadrado de la mitad de b.
Ejemplo
Factorizar completando el trinomio cuadrado perfecto.

1. x?>—5x+2
Solucion

Se tiene

=
+
a{N
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b=>5
b 5

2 2

Se completa el trinomio cuadrado perfecto

b\? b\?
2 _ _ + =
x bx+(2) t¢ (2)

Se sustituye

Se desarrolla lo

5\ 2 , 5\ 2 indicado
=(x-3) +2-(3)
2 _5x+ (5)2 +2 5 _ ( 5)2 +2 25 Se resta 2 — 22
XX 2 2 =\*72 4 4
2 sy (5)2 17 ( 5)2 17
mexm\z) AT\ T2) T

Por lo tanto

. 5\2 17 5\ 17
s T =3

Ejercicios

Factorizar completando el trinomio cuadrado perfecto.

1. x%+x 5. x2+8x—-1
2 3

2. x?—2x 6. x2——x—=
X T5Y Ty
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3. x?44x-5 7. 9x% 4+10x — 11
1 4 1

4, x> +4+5x—-2 8 _,2__ -
27X Tgxts

1.8.4 Factorizacién por diferencia de cuadrados a? — b?

Los binomios de la forma
a? — b?

Se pueden factorizar como

(a+b)(a—b)
Como se muestra a continuacién
Ejemplo

Factorizar el binomio por diferencia de cuadrados.

1. x2-4
Solucién
Se tiene
x2 -4
donde
x2—4
az b2
a? = x? b? =4

Se aplica raiz cuadrada
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a=x b=2
Luego se sustituye en
(a+b)(a—D>b) Se sustituyen valores
(c+2)(x—2)
Por lo tanto

x2—4=(x+2)(x—2)
Ejercicios

Factorizar por diferencia de cuadrados.

1. x2-9 5. —2x%+y
2. 4x?-81 6. x%y3—-25
3. 5x2-2 7. —x*yS+xy
4. —4x? + 3y 8. —ax?’y?+9

1.8.5 Factorizacion por diferencia o suma de cubos a® — b3 o0 a3 + b3
Los binomios de la forma

a®+ b3 o a® - b3
Se pueden factorizar como

(a + b)(a? —ab + b?) o) (a—b)(a? + ab + b?)
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Respectivamente.
Ejemplo

Factorizar la diferencia o suma de cubos.

1. x3+27
Solucién
Se tiene
x3+27
Donde
a3 b3
a3 =x3 b3 =27
a=x b=3

Luego se sustituye en
(a + b)(a? — ab + b?)
(x +3)[x* = () (3) +37]
=(x+3)(x?>—-3x+9)
Por lo tanto

x3+27=(x+3)(x*—-3x+9)
Ejercicios

Factorizar por resta o suma de cubos.

Se aplica raiz cubica

Se sustituyen valores

Se multiplica

83



Tecnoldgico Nacional de México Campus Huatabampo
Curso propedéutico en matematicas

S

Algebra
1. x3+81 5. 5x3y —25xy
2. 27x3-27 6. x3y3+8y3
3. 9x3-—40 7. x*2—4
4. x3y3 +xy 8. x3y%2+427xy

1.8.6 Factorizacion por agrupamiento

La factorizacion por agrupamiento es muy util cuando el polinomio cuenta con
cuatro o mas términos, este método consiste en ordenar (agrupar) los términos y
luego factorizarlos por medio de la propiedad distributiva.

Ejemplo

Factorizar por agrupamiento.

1. 5ac — 25bc + ad — 5bd
Solucion

Se agrupa el primer término con el tercer
término, y el sequndo término con el cuarto
término.

S5ac — 25bc + ad — 5bd
S5ac + ad — 25bc — 5bd

De estos datos agrupados se obtiene el factor
comun.

a(5¢+d) —5b(5¢ +d)

Se tiene como factor comun (5¢ + d)
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(5¢ + d)(a — 5b)
Por lo tanto

5ac — 25bc + ad — 5bd
= (5¢ + d)(a — 5b)

2. x2+4x—-20y%+4
Solucion

Se agrupa el primer término con el seqgundo término y el
cuarto término.

x? + 4x — 20y2% + 4
x? + 4x + 4 — 20y?
De estos datos agrupados se factoriza.
(x +2)? — 20y?
Se factoriza como diferencia de cuadrados
[(x +2) + 2V5y][(x + 2) — 2V5y]
Por lo tanto

x?+4x —20y2+4 =[(x+2) + 2\/§y][(x +2)— 2\/§y]
Ejercicios
Demostrar las factorizaciones por agrupacion.
Ejercicio Solucién

1. x3—4x? —4xy+4y +x%y + 4y (x—2)%(x+y)
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2. 2y2+43xy—x—y+x?

3. —2ab?d + 10abcd — 20a?c? — 4a®bc
4. 5ab —10a® + 2a?b? — b3

5. —abc —a?b%c —c?b® —ad

6. —4a3bc—2a%b?c?

7. —5abc + 16a®bc + 80a3b?c?
2

8. 7a3b3c+ a?bc? — 2a3b%c — >

1.8.7 Factorizacion por division sintética

La expresion

x+2y—-1D(x+y)

(ab + 5ac)(—4ac — 2bd)
(5a — b?)(—2a? + b)
(—a = b%c)(a® + bc)
(—4a — 2bc?)(a?bc)

(5abc + 1)(4a’bc — 1)

+ab-<
=3

1
(7ab? — 2ab + ¢) (azbc - E)

Apx™ + ap_1x™ T + ay_ox™ % + -+ agx + ag

Se puede factorizar por division sintética siguiendo los siguientes pasos.

Paso 1. Se escriben los coeficientes de cada término, y escribir cero para los

coeficientes faltantes.
ap A4p—1 Qp-2
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Se escribe de la siguiente forma
An QAp-1 QAp-2 -+ A1X Qo |
an L Lo 0
Paso 2. Se coloca una cantidad c (al tanteo) en el recuadro que estd por fuera
de la divisién
ap Qp-1 Qp—2 -+ WX A9 | ¢
an R
Paso 3. Se multiplica ¢ por a,, al resultado se le cambia el signo y se coloca

debajo de a,,_4, luego se suma o resta

Se multiplica ¢ por a’ ,_;, al resultado se le cambia el signo y se
coloca debajo de a,,_,, luego se suma o resta

Se contindan estos pasos hasta terminar con todos los coeficientes,
de tal forma que el ultimo resultado sea cero.

Si esto ocurre, entonces se contintda con el paso 5; si no, entonces se
vuelve a iniciar el paso 4 con otro valor para c.
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Paso 4. Se escriben los coeficientes obtenidos

Q
S
Q
7
[y
Q
T
[\S}
Q
oy

Se repite el procedimiento desde el paso 2. Hasta que se cuente
solamente con dos coeficientes.

.. ..
ap a'poq Apgy |y

a, a’,.;1 0
Paso 5. Se escriben los factores.

(anx +a"n_1)(x + ) (x + cg-1) = (x + ©)

Ejemplo
Factorizar por divisidn sintética.

1. x3—-3x+2

Solucion

Paso 1. Se escriben los coeficientes de cada término, y escribir cero
para los coeficientes faltantes

1 0 -3 2 |

Paso 2. Se coloca una cantidad c (al tanteo) en el recuadro que estd por
fuera de la division
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Paso 3. Se multiplica c por a,,, al resultado se le cambia el signo y se
coloca debajo de a,,_, luego se suma o resta

10 -3 2 |-
+1 i1 i
1 1 ii id

Se multiplica ¢ por a’ ,,_4, al resultado se le cambia el signo y se coloca
debajo de a,,_,, luego se suma o resta.

1 0 -3 2 |-1
1 +1 i
11 =2 i
1 0 -3 2 |-1
1 1 =2
1 1 =20

Paso 4. Se escriben los coeficientes obtenidos

1 1 -2

Y se escribe
1 1 -2 |
1 iF i

Paso 2. Se coloca una cantidad c (al tanteo) en el recuadro que estd por

fuera de la division
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Paso 3. Se multiplica c por a,,, al resultado se le cambia el signo y se
coloca debajo de a,,_, luego se suma o resta

1 Iz
A
1 -1 i
-2 |i
it +2
-1 0

Paso 5. Se escriben los factores (apx + a'',_1)(x + ¢, ) (x +
Cr—1) -+ (x+¢)
x—-Dx+2)(x—-1)

(x—1)2%(x+2)
Por lo tanto

x3=3x+2=(x—-1)>2%x+2)

Ejercicios

Factorizar por division sintética.

1. x3—x2—4x+4

2. x3—-x2-10x—8

3. x*—2x3-9x2+2x+8

4, x*-534+5x2+5x—6

5. x° —3x* —5x3 + 15x2 + 4x — 12

6. x5+ 3x*—5x3—15x% +4x + 12
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7. x7 4 4x° — 14x% — 56x* + 49x3 + 196x% — 36x — 144

8 x342x2—-9x+2

1.8.8 Determinar el polinomio segtin las soluciones
Sean las soluciones
X1 = aq, X2 = Ay, X3 = Az, " Xn = Qn
Se puede determinar el polinomio que satisface a esas soluciones como
x;1—a; =0, X, —a, =0, x3 —az =0, e Xp—an, =0
Y luego
(x1 — ay) (x3 —az) (x3 —az) - (xp, — ay)

Ejemplo

Determinar el polinomio segun las soluciones.

1. x=5,x=-2,x=7,x=-9

Solucidén
x=5 x=-2 x=17 x=-9
x—5=0 x+2=0 X=7 i 49=0

=0

Se multiplican los factores
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x=-5x+2)(x—7(x+9)

= (¥ + 2x — 5x — 10)(x — 7)(x +9)

=(x*-3x—-10)(x—=7) (x +9)

=(x3—3x% —10x —7x? + 21x + 70)(x + 9)
=(x3—10x? + 11x + 70)(x + 9)
=x* —10x3 4+ 11x2% + 70x + 9x3 — 90x2% + 99x + 630

=x* —x3 —79x% 4+ 169x + 630

Ejercicios
Determinar el polinomio segun las soluciones.

1. x=-1,x=4,x=7,x=-3
2. x=2,x=-8,x=9,x=-2
3. x=—4-,x=%,x=—5,x=1,x=—3,x=—2,x=7

4, x=5x=8x=-9,x=-2,x=-5x=—-4,x=-9

1.9 Sistemas de ecuaciones lineales
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1.9.1 Sistemas de ecuaciones lineales con dos ecuaciones y dos
variables

Un sistema de ecuaciones lineales con dos ecuaciones y dos variables es de la
forma

{ ax+byy=c
ax + by =cy

Donde la llave indica que las ecuaciones deben resolverse simultdneamente.
Resolver este tipo de sistemas es determinar los valores de las variables que
cumplen las igualdades para ambas ecuaciones; pudiendo tener una solucion
Unica, soluciones infinitas o no tener solucidn. Graficamente sucede

e

—~ .
A ra— - 7 |

Solucién unica. No tiene solucién. Soluciones infinitas
Ejemplo Esto sucede cuando en = Esto sucede cuando una
una de las ecuaciones, de las ecuaciones es
{ b4 + 3y = 2 ¢| lado del signo igual multiplo de la otra.
—2x — 4y = -1 que contiene a las _
variables es multiplo de Ejemplo
la parte de las vf':\'riables 2% + 4y = 5
de la otra ecuacion. {10x + 20y = 25

Ejemplo

93



Tecnoldgico Nacional de México Campus Huatabampo
Curso propedéutico en matematicas
Algebra

{ 4x = 3¥Y = 5 se puede observar que
12x — 9y =2 yna de las ecuaciones es
multiplo de la otra.

Se observa como el lado
del signo igual que
contiene a las variables
es multiplo de la otra.

Existen diferentes métodos de solucidon, de los cuales se pueden mencionar los
siguientes:

a) Meétodo gréfico.

b) Meétodo de eliminacion.

c¢) Meétodo de sustitucion.

d) Método de las determinantes.
e) Meétodo de Gauss-Jordan.

En este curso solo se estudiard el método de eliminacion, ya que el resto se
analizara en dalgebra lineal.

Método de eliminacién
Los pasos para este método son:

Paso 1. Se verifica si al sumar ambas ecuaciones se elimina alguna de las
variables. Si esto ocurre, entonces se continda con el paso 3; si no,
entonces se sigue el paso 2.

Paso 2. a) Se elige unavariable a eliminar.

b) Se multiplica la primera ecuacién por el coeficiente de la variable
que se ha elegido de la segunda ecuaciéon. Y se multiplica la
segunda ecuacion por el coeficiente de la variable que se ha
elegido de la primera ecuacién. Verificando los signos.

94



Tecnoldgico Nacional de México Campus Huatabampo
Curso propedéutico en matematicas
Algebra

s

c) Se suman las nuevas ecuaciones obtenidas. Donde ya se elimina
la variable elegida.

Paso 3. En el resultado obtenido de la suma, se despeja la variable.
De esta forma ya se tiene el valor de una variable.

Paso 4. Se sustituye el valor obtenido en el paso 3, en cualquiera de las

ecuaciones originales, y se resuelve. Ahora ya se cuenta con la
solucidn.

Ejemplo

Resolver por el método de eliminacion el siguiente sistema de ecuaciones.

1{x+5y -1
T 9x - 2y = 4

Solucion

Paso 1. Se verifica si al sumar ambas ecuaciones se elimina alguna de las

variables
x + 5y = -1
9 — 2y = 4
10x + 3y = 3

Se observa que no se elimina ninguna de las variables.
Paso 2.
a) Se elige una variable a eliminar.

En este ejemplo se eliminard x

b) Se multiplica la primera ecuacion por el coeficiente de la
variable que se ha elegido de la seqgunda ecuacion. Y se
multiplica la segunda ecuacion por el coeficiente de la
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variable que se ha elegido de la primera ecuacion.
Verificando los signos.

9 x + 5y = -1)
—19%x — 2y = 4
Las nuevas ecuaciones son:
—9x + 45y = -9
9% + 2y = —4

c) Se suman las nuevas ecuaciones obtenidas. Donde ya se
elimina la variable elegida.

—9x + 45y = -9
9% + 2y = —4
47y = -—13
Paso 3. En el resultado obtenido de la suma, se despeja la variable.
47y = —-13
-13
Y= a7
De esta forma se obtiene que
—13
Y=

Paso 4. Se sustituye el valor obtenido en el paso 3, en cualquiera de las
ecuaciones originales, y se resuelve. Ahora ya se cuenta con la

solucidn.
x+5y=-1
—-13
x+5 (?) =-1
65
X—7 = -1
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Por lo tanto, la solucion es

Ejercicios

1492
= 47
18
=47
18

Demostrar las soluciones a los siguientes sistemas de ecuaciones.

Ejercicio
1 2x + 5y =
" (=5x 4+ 3y =
2 2x + 5y =
T 8x + 20y =
3. [3x — 5y =
" 9x — 15y =
-x — 8y =
a1y 4 7y =
5 (—x — 8y =
Co(=2x t+ 2y =
6. (5x + 4y =
" l=x + 5y =

Solucion

B 18 .. _ —13
x = 7 - y 27
No tiene solucién
Soluciones infinitas
x=-3 Ll y=0
x=1 i y=0

B 52 .. _ 36
x = 59 y = 29
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4x + 10y = 4 . e
7. {Zx + 5y = 8 Soluciones infinitas
8. {Zx - 18y =1 No tiene solucién
x — 9 = -5

1.9.2 Sistemas de ecuaciones lineales con tres ecuaciones y tres
variables

Un sistema de ecuaciones lineales con tres ecuaciones y tres variables es de la
forma

ax+by+cz=d,
a,x + be + CrZ = dz
a3x + b3y + C3Z = d3

Donde la llave indica que las ecuaciones deben resolverse simultadneamente.
Resolver este tipo de sistemas es determinar los valores de las variables que
cumplen las igualdades para las tres ecuaciones; pudiendo tener una solucién
Unica, soluciones infinitas o no tener solucion. Graficamente sucede

Solucidn unica. No tiene solucion. Soluciones infinitas.

Por ejemplo Esto sucede cuando en  Esto sucede cuando
una de las ecuaciones, el = una de las ecuaciones
lado del signo igual que @ es multiplo de la otra.
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x—y—-3z=1 contiene a las variables Ejemplo
x+2y—-—z=-1 es multiplo de la parte de
x—3y—z=4 las variables de la otra x+y—z=5

ecuacion. Puede suceder
en dos o en tres
ecuaciones.

Ejemplo

x+y—z=5
2x+2y—2z=-1
4x+4y—4z=3

2x+2y—2z=10
4x +4y —4z =20

Existen diferentes métodos de solucién, de los cuales se pueden mencionar los

siguientes:

a) Meétodo de eliminacion.

b) Método de sustitucion.

c) Método de las determinantes.
d) Meétodo de Gauss-Jordan.

En este curso solo se estudiard el método de eliminacidn, ya que el resto se

analizara en dlgebra lineal.
Método de eliminacién

Los pasos para este método son:

Paso 1. Se verifica si al sumar dos ecuaciones se elimina alguna de las variables.
Si esto ocurre, entonces se continta con el paso 3; si no, entonces se

sigue el paso 2 inciso e.

Paso 2. a) Se nombran las ecuaciones como ecl, ec2, ec3.

b) Se elige una variable a eliminar.
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Paso 3.

Paso 4.

Paso 5.

c)

d)

f)

g)

h)

Se eligen dos ecuaciones, pueden ser ec1 con ec2, o ec1 con ec3, o
ec2 con ec3. Para formar un sistema de dos ecuaciones con tres
variables.

En caso de ser necesario, en el nuevo sistema se multiplica la
primera ecuacion por el coeficiente de la variable que se ha elegido
de la segunda ecuacidn. Y se multiplica la segunda ecuacién por el
coeficiente de la variable que se ha elegido de la primera ecuacion.
Verificando los signos.

Se suman las ecuaciones obtenidas. Donde ya se elimina la variable
elegida. Este resultado se llamara ec4.

Se elige una de las ecuaciones originales con la que falté en el inciso
¢, para formar otro sistema de dos ecuaciones con tres variables.
En el nuevo sistema se multiplica la primera ecuacidon por el
coeficiente de la misma variable que se eligi6 de la segunda
ecuacion. Y se multiplica la segunda ecuacion por el coeficiente de
la misma variable que se eligidé de la primera ecuacién. Verificando
los signos.

Se suman las nuevas ecuaciones obtenidas. Donde ya se elimina la
variable elegida. Este resultado se llamara ec5.

En las ecuaciones ec4 y ec5 se forma un sistema de dos ecuaciones con
dos variables.

a)
b)

c)

Se elige una variable a eliminar.

Se multiplica ec4 por el coeficiente de la variable que se ha elegido
de ec5. Y se multiplica ec5 por el coeficiente de la variable que se ha
elegido de ec4. Verificando los signos.

Se suman las nuevas ecuaciones obtenidas. Donde ya se elimina la
variable elegida.

Se resuelve el resultado obtenido en el paso 3, y ya se tiene el valor de
una variable.

El resultado obtenido en el paso 4 se sustituye en ec4 o en ec5. Se
resuelve, y ya se tiene el valor de otra variable.
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Paso 6. Los resultados obtenidos en los pasos 4 y 5 se sustituyen en cualquiera
de las ecuaciones originales, se resuelve.

Paso 7. Se escribe el resultado.
Ejemplo

Resolver el siguiente sistema de ecuaciones.

Il
|
U

— x+4y -2z

2x—3y+5z=2
1 {
x—y +4z=3

Solucion
Paso 1. No se elimina ninguna variable
Paso 2.

a) Se nombran las ecuaciones
2x —3y+5z=2 -—ecl
{—x+4-y—22=—1 - ec2
x —y+4z=3 —ec3
b) Se elige una variable a eliminar

En este ejemplo se eliminara x
c) Se eligen dos ecuaciones

En este ejemplo se eligen ec2 con ec3
—x+4y—-2z=-1
{ x—y+4z=3
d) En caso de ser necesario, el nuevo sistema se multiplica la
primera ecuacion por el coeficiente de la variable que se ha
elegido de la segunda ecuacion. Y se multiplica la sequnda
ecuacion por el coeficiente de la variable que se ha elegido de la
primera ecuacion. Verificando los signos.
e) Se suman las ecuaciones obtenidas. Donde ya se elimina la
variable elegida. Este resultado se llamard ec4.
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—x+4y—-2z=-1
* —y +4z=3
3y+2z=2 —ec4
f) Se elige una de las ecuaciones originales con la que falto en el

inciso ¢, para formar otro sistema de dos ecuaciones con tres
variables.

Falté ecl,y se resolvera con ec2.
{ 2x —3y+5z=2
—x+4y—-2z=-1
g) En el nuevo sistema se multiplica la primera ecuacion por el
coeficiente de la misma variable que se eligié de la segunda
ecuacion. Y se multiplica la sequnda ecuacion por el coeficiente
de la misma variable que se eligio de la primera ecuacion.
Verificando los signos.
h) Se suman las nuevas ecuaciones obtenidas. Donde ya se elimina
la variable elegida. Este resultado se llamard ec5.
1( 2x—=3y+5z=2 )
20— x+4y—-2z=-1)

2% —3y+5z=2
—2%+8y —4dz=-2
5y+z=0 —ec5

Paso 3. En las ecuaciones ec4 y ec5 se forma un sistema de dos
ecuaciones con dos variables.

{3y+22=2
5y+z=0

a) Seelige una variable a eliminar

En este ejemplo se eliminara z
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b) Se multiplica ec4 por el coeficiente de la variable que se ha
elegido de ec5. Y se multiplica ec5 por el coeficiente de la
variable que se ha elegido de ec4. Verificando los signos

—13y+2z=2)
205y+z=0)
3y 2z=-2
10y +2z=0

¢) Sesuman las nuevas ecuaciones obtenidas. Donde ya se
elimina la variable elegida.

—3y—2z=-2
10y+22=0
7y = -2

Paso 4. Se resuelve el resultado obtenido en el paso 3, y ya se tiene el
valor de una variable.

y=—=

Paso 5. El resultado obtenido en el paso 4 se sustituye en ec4 o en ec5.
Se resuelve, y ya se tiene el valor de otra variable

Sustituyendo en ec5 y se resuelve

5y+z=0
-2
5(7>+Z=0
10
—7+Z=0
10
Z=0+7
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10
=T
Paso 6. Los resultados obtenidos en los pasos 4 y 5 se sustituyen en
cualquiera de las ecuaciones originales, se resuelve.

Se sustituyen valores en ec3 y se resuelve

x—y+4z=3

- () ()2

+2+4O—3
XrgTg T
+42—3
X - =
x+6=3
x=3—-6
x=-3
Paso 7. Se escribe el resultado.
(x =—3
:.._2
Y=
..... 10
\Z =

Ejercicios

Demostrar las soluciones de los siguientes sistemas de ecuaciones lineales.

Ejercicio Solucion
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a+b—c=2

8 31 61
1- Sa—4‘b+3C:—1 a=— b:—— cC=——
—3a+5b—2c=-3

S5a+2b—-3c=0

29 31
2. {—a—-5b+2c=-2 a:ﬁ b—_ﬁ c=3
—4a+3b—-—c=—4
—a—3b—4c=5
137 7 127
3. y2a—5b+2c=7 a=—= =—3 =0
a+4b—-2c =5
—2a—5b—3c =8 22 7
4. {-8a—20b—12c = 32 a=-——7c-19 b=zc+6 <
a+4b—2c=5 eC
—2a—5b—3c =8 3 5
5. | —8a—20b—12¢ = 32 a=-5¢-3b-4 beC c
—32a — 80b — 48c = 128 eC

a+2b—2c=-5
6. 2a+4b—4c=1 No tiene solucidn
—a—-5b+2c=3

a+2b—2c=-5
7. 2a+4b—4c =1 No tiene solucion
4a+8b—8c =3

—3a+4b—-—c=-1

29 34 2
8. a+3b+5c=-3 a=—— b=—— c¢c=——
7a+b—c=-5
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1.10 Uso de calculadora cientifica

Borrar todas las configuraciones y datos guardados de la calculadora

Series fx-82ms y similares

1) qw 3) 3

2) 3= 4) -

Series fx-82es y similares

1) q9 3) =
36 M STORCL STATCMPLYMATVCT [IEAE) FINSCI Math W Disp ) M STORGL STATCMPLYMATVCT CIEIC) FISGI Math Wi Disp

2) 3 4) ¢
C) M STORGL STATCMPLXMATVCT [IEIE FIXSCI Math Wik Disp 2 M STORCL STATCMPLXMAATVCT [IEIE FIXSGI Math Yk Disp

Operaciones matematicas basicas con fracciones

Las fracciones se escriben
numeradoradenominador o anumeradorSdenominador
Ejemplo
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2 4 7
59
Series fx-82ms y similares Series fx-82es y similares
2a5+7a9=

a2855+a7$9=

G W STORCL STATEMPLYMATUCT FIEIEI FIXSCI Malh Yl Disp
.7
5 9

ga

[} M STORCL STATCMPLEMATVCT [IEIE) FIXSCI Math WA Disp

Exponentes y raices

Ejemplo

N
wul
Il
N
w1

Series fx-82ms y similares Series fx-82es y similares
27 (5a3)= qnr3571255=

3. 174582184 §

Logaritmos

Ejemplo

logs 19

107

117777778 8



5

Tecnoldgico Nacional de México Campus Huatabampo
Curso propedéutico en matematicas
Algebra

Series fx-82ms y similares

En forma general

(H19)P(H5)= i5519=

Series fx-82es y similares

361 M STORCL STATCMPLXMATVCT GIEIE FISSCI Math Wik Disp

loos019)

1.8294328 ]

Sustituir valores de variables en un polinomio

Ejemplo

Evaluar
5 3
a“+2b — EC
Sia=2,b=5yc=-3
Series fx-82ms y similares

2qGzC 2qGzC

5qGxC 5qGxC

Series fx-82es y similares
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L[ M STORCL STATCMPLXNATVCT [IEIE) FINSCI Math Wik Disp

5+B

l

-39GcC -39GcC

I

Qz"2+2Qx-(3a2)Qc=

ga

1.11 Aplicaciones con modelado matematico

Para resolver ejercicios con modelado matematico se pueden seguir los
siguientes pasos.

1. Leer cuidadosamente el enunciado cuantas veces sea necesario hasta
entenderlo e identificar lo que se desea resolver.

2. Se usan letras para identificar las variables.

Se hace una lista de los datos con que se cuenta.

4. Se hace un dibujo con las indicaciones de los datos con que se cuenta.

w
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5. Se genera una ecuacion con las relaciones de las variables, los datos y lo
que expresa el enunciado.

6. Se resuelve la ecuacién formulada usando las leyes de las matematicas
necesarias.

7. Se comprueban las soluciones obtenidas de acuerdo con lo expresado en
el enunciado

Resolver los siguientes ejercicios.
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1.

El cuerpo de una persona
promedio contiene 5.5 litros de
sangre y aproximadamente 5
millones de células sanguineas
rojas por milimetro cubico de
sangre. Si 1L = 10°mm?3,
calcular la cantidad de células
sanguineas rojas en el cuerpo de
una persona promedio.

Un estudiante de nuevo ingreso
en el ITHua; en el curso de
nivelacion de matematicas tiene
calificaciones de 70, 94 y 87.
¢Qué calificacidn necesita en su
cuarta evaluacién para tener
promedio de 907

Un estudiante de Ingenieria en
Industrias alimentarias en el
ITHua tiene 20 milimetros de
una solucion quimica que
contiene una concentracién al
359% de 4acido. ¢Cuantos
milimetros de acido puro debe
agregar para aumentar la
concentracioén al 50 %?

El ITHua cuenta con dos bombas
para llenar un tanque de
almacenamiento de agua. Si se
emplea solo la bomba A, esta
puede llenar el tanque en 3
horas; si se emplea solo la

bomba B, el tanque se llenaen 4
horas. Si se usan ambas bombas
en forma simultdnea, écuanto
tardara en llenarse el tanque de
agua?

Un estudiante de Ingenieria en
Industrias alimentarias en el
ITHua tiene 208 cm® de una
solucion del glucosa al 30 %.
¢Cudnta solucion de glucosa al
30 % y cuanta agua debe usar
para preparar 208 cm3® de
solucion glucosa al 20 %?

Una caja con base cuadrada y
sin tapa ha de construirse a
partir de una pieza de hojalata
cortando un cuadrado de 5 cm.
en cada esquina y doblando los
lados. Si la caja debe contener
80 cm3, ¢de qué tamafio debe
ser la pieza de hojalata?

En el ITHua hay un jardin que
tiene forma rectangular con
dimensiones de 5 m. por 8 m.y
estd rodeado por una banqueta
de ancho uniforme. Si el drea de
la banqueta es de 20 m?, écual
es su ancho?

Un estudiante de Ingenieria en
Gestion Empresarial del ITHua
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10.

tiene a la venta cuadernos con
un precio de $30 cada uno, y
vende 10 cuadernos por
semana. No obstante, cada vez
que los pone en oferta a $25 las
ventas aumentan 2 por semana.
éQué precio de venta resultara
en ingresos semanales de
$5207?

Un empleado de una empresa
tiene un salario de $544
despues de restar deducciones
que totalizan 35 % del mismo.
El empleado desea saber cual es
su salario bruto, y para esto le
pregunta a un estudiante de
Contabilidad Publica del ITHua.

Un estudiante de Ingenieria en
Administracion del ITHua realiza
sus residencias profesionales en
el cine de la localidad. Durante
el estreno de una pelicula
asistieron 720 personas; el
estudiante desea saber cuantos
nifios y cuantos adultos
asistieron al estreno si los
boletos para adultos costaron
$45 vy los boletos para nifios
$20, ademas, los recibos de
taquilla totalizan $21,150.

11.

12,

Unos estudiantes de Ingenieria
en Mecatrdnica y Mecanica del
ITHua saben que para
determinar la resistencia total
R en circuitos eléctricos, se usa

. 1,1 _
laformula Rp = —+ —+ -+ si
Ry ' Ry

estan conectados en paralelo.
Los estudiantes se dan cuenta
que un circuito tiene resistencia
total de 50 ohms si Ay B estan
conectados en paralelo,
82 ohms si B y C estan en
paralelo y 70 ohms si Ay C
estdn en paralelo. ¢Cuales son
las resistenciasde A, By C?

Estudiantes de Ingenieria en
Industrias  alimentarias  del
ITHua tienen tres tipos de
fertilizantes f;, fo v f3, estos
fertilizantes tienen un
contenido de nitrégeno de
25 %, 32% y 17 %,
respectivamente. Los
estudiantes quieren mezclarlos
para obtener 200 kilos de
fertilizante con 28% de
contenido de nitrégeno. La
mezcla debe contener 10 kilos
mas de f3 que de f,. éCuantos
kilos de cada fertilizante deben
usar?
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2. Geometria y trigonometria

2.1 Triangulos

Un triangulo es el area del plano que esta limitada por tres lineas rectas, las
cuales se intersecan entre si.

llustracidn 2. Tridngulo formado por

tres lineas rectas.

que se

esto
se encuentre al frente
Notese que los vértices

triangulo;

mayusculas, mientras

mindsculas.

se llaman vértices.

se llaman lados.

B

A C

b

llustracién 3. Nombres que se asignan
a los lados del tridngulo.

La ilustracion 2 muestra A, By C los puntos donde
se intersecan las lineas rectas l4, [, y l3; estos puntos

Mientras que los segmentos de recta AB, BC y CA

En la ilustraciéon 3 se
muestran los nombres
asignan a los lados del
depende del vértice que
del lado en mencion.
se denotan por letras
que los lados con letras
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En lailustracidn 4 las lineas rectas forman angulos con
respecto a sus vértices. a, B y y son angulos interiores
del tridngulo; mientras que &, € y ¢ son angulos
exteriores al triangulo.

Existen dos formas para asignar nombres a los
triangulos. Estas pueden ser tomando en cuenta la

llustracién 2. Angulos internos longitud de sus lados o por la medida de sus angulos
(rojo) y angulos externos (verde) interiores.

e Segun la longitud de sus lados pueden ser:

*Tiene dos )//_7_ *Todos sus
- lados iguales lados son

iguales

Isésceles Equilatero \.
- a=b=c
@.
o
Nombre de
tridngulos
segln la Escaleno
longitud de sus
lados

*Todos sus
lados son
diferentes

¢

e Segun la medida de sus angulos interiores pueden ser:
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eSus tres

8 angulos I
miden ™~
menos de
o v 90 grado Nombres de
(agudo triangulos
o o Acutangulo segun la
a <90 ’B <90 4 longitud de
“.sus dngulos
y < 90° { )
[G]
Obtuséangulo Rectangulo &
eTiene un eTiene un D v
angulo angulo _ °
mayor a igual a 90 a =90
90 grados grados

Algunos teoremas sobre triangulos

Teorema

1. La suma de las
magnitudes de los
angulos interiores es
igual a 180°.

. La suma de las
magnitudes de los
angulos exteriores es
igual a 360°.

Ilustracion

(recto)

Expresion
matematica

a+p+y=180°

S+ e+ =360
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3. La suma de dos

angulos interiores es §=p+y
igual al angulo e=a+p
exterior no adyacente (=a+f
a ellos.
4.1 de dos lad a>b-c
.asuma.e os lados . a<b4c
cualesquiera es 7/ \
/ N\ j b>a-c
mayor que el lado \b
restante, mientras / \ b<a+c
que su diferencia es ¢ _ \o c>a—->b
menor. c<a+ b

5. Si dos lados son
diferentes, entonces
al lado mayor se
opone el dangulo
mayor.

Sia > b, entonces
a>p

6. Si dos angulos son
diferentes, entonces
al angulo mayor se
opone lado mayor.

Sia > B, entonces
a>b

7. El segmento de recta
que une los puntos
medios de dos lados
es paralelo e igual a
un medio de la
longitud del lado
restante.

Ejemplos

116



Geometria y trigonometria

Tecnoldgico Nacional de México Campus Huatabampo
W_Eé Curso propedéutico en matematicas

Haciendo uso de los teoremas sobre tridngulos, determina lo que se pide en cada
ejemplo.

1. Determinar los dngulos interiores del siguiente tridngulo

Y = @It

Solucién

Por el teorema 2.1, se sabe que los dngulos
interiores del triangulo suman 180°, por lo
que

a+p+y=180° Sustituyendo valores

¥ + 4% + 8x = 180° Sumando los términos

semejantes
13x = 180° Despejando la variable x
x = 180° dividiendo

Sustituyendo el resultado obtenido de x
Paraa = x Para = 4x Paray = 8x

a=x B =4x y = 8x

a =~ 13.8462° B =4 y =8

B =~ 55.3846° y = 110.7692°

Por lo tanto
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2.

13.8462°

___ 55.3846°

110.7692°

Determinar los dngulos indicados del siguiente tridngulo

Solucion

Para determinar el valor de x

.
;c.‘ 2x — 10° y + ¢ =180°

(5x 4+ 5°) + (2x — 10°) = 180°

5x + 5° + 2x — 10° = 180°

7x — 5°=180°
7x
= 180° + 5°
7x = 185°
185°
*=77
x = 26.4285°

Ahora, sustituyendo el valor obtenido de x

Sumando
términos
semejantes

Se despeja x
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%fzm_loo Paray = 5x + 5° Para e = 2x — 10°

~v=5x+ 5°

y =5(264285°) +5° 7 2(26.4285°)

—10°
y = 132.1428° + 5° e = 52.8571° - 10°
y = 137.1428° e =~ 42.8571°
- 9@[ Paraa = x Para 6§
a=x
~ 26.4285° 6+ a=180°
6 =180°—«
6 = 180° — 26.4285°
§ =~ 153.5415°
%C( Para 3 Para {
a+f+y=180° {+ B =180°
B=180°—a —vy ¢ =180°—f
B =~ 180° — 26.4285° ¢
—137.1428° ~ 180° — 16.4287°
B =~ 16.4287° ¢ = 163.5713°
Por lo tanto
16.4287°_—

163.5713°

42.8571°

£ T o ¥ == —_—
26.4285" 1 47 1 gog°
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Ejercicios

Demuestra las soluciones a los siguientes ejercicios.

Ejercicio

Solucion

a = 55°

B = 65°

y = 60°

6 = 125°
g =120°

¢ =115°
a = 36°

B =72°

y =72°

a = 73.48°
B = 38.99°
y = 67.53°
6 = 73.48°
e =37.06°
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4,

2.1.1 Triangulos congruentes

a =72.32°
B =37.61°
y = 70.07°

Los triangulos congruentes son aquellos que son iguales en forma y tamafio.

Triangulo 1 Triangulo 2

[l

4
Ilustracién 3. Los triangulos 1y 2, son semejantes porque
tienen lados y angulos iguales

Si los triangulos son congruentes,
entonces se cumplen dos
propiedades: 1) Todos sus lados
correspondientes son iguales y 2)
Todos sus angulos
correspondientes son iguales.
Como se muestra en la ilustracion
5.

Es posible determinar si dos tridngulos son congruentes mediantes tres formas

que son:

a) Lado, lado, lado (LLL). Dos
triangulos son congruentes si sus
tres lados correspondientes son

iguales.

a=a h=1 c=c
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b) Lado, angulo, lado (LAL). Dos
triangulos son congruentes si dos
lados y el dngulo entre ellos de
uno de los tridngulos, son iguales
a sus correspondientes del otro
triangulo.

c) Angulo, lado, angulo (ALA). Dos
triangulos son congruentes si dos
angulos y el lado adyacente a

ellos, en uno de los triangulos,
son iguales a sus
correspondientes en el otro
triangulo.

Ejemplo

Dados los siguientes triangulos indica si cumple con la congruencia.

Ad | BB | OO
DD | EE'
FF | GG

A
o
N
I ievib Y e
e
Angulos

a) Lado, lado, lado O O
b) Lado, angulo, lado O O
c) Angulo, lado, dngulo OO0 O
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Los tridangulos semejantes son aquellos que son iguales en forma, pero
diferentes en tamafio.

Triangulo 1 La ilustracion 6 muestra dos tridngulos
semejantes. Para que dos tridngulos sean
Triangulo 2 semejantes, deben cumplirse dos condiciones.

1) Sus angulos correspondientes son iguales
en magnitud.
2) Sus lados correspondientes son

Ilustracién 4. Dos triangulos

semejantes. proporcionales en longitud.

Se puede determinar si dos tridngulos son semejantes con los siguientes
teoremas.

Sean AABC y AA'B'C' dos tridngulos, se determinan

Teorema llustracion Expresién matemadtica
. .a b ¢
1. Dos triangulos son Si P
semejantes si sus tres a
. entonces
lados correspondientes
son proporcionales. AABC~AA'B'C’
3
2. Dos triangulos son
. . Siy=v' =pf,
semejantes si tienen - g v=y'vB=8
dos dngulos entonces
correspondientes
P n b AABC~AA'B'C’

iguales en magnitud.

3
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3. Dos triangulos son 3
semejantes si tienen
dos lados
proporcionales y los a
angulos entre ellos son
iguales.

Sip=p"a=a'y
¢ = c¢', entonces

AABC~AA'B'C’

La proporcion entre los lados de tridngulos se denota como

B

c b A Oy

ademads, A, B,C, A", B'y B
triangulo. Como se \
donde se indican dos ¢ Ao A
cumplen con las  jjustracion 5.

AABC~AA'B'C’
Ejemplos

La notacion matematica usada para indicar que
dos  tridngulos  son congruentes  es

AABC~AA'B'C’; donde el
simbolo ~ significa semejante a;
C' son los vértices de cada
muestra en la ilustraciéon 7,
tridngulos semejantes y que
propiedades mencionadas.

1. Los siguientes tridngulos son proporcionales, determinar la longitud de ¢’

Se determinan las proporciones en base a

los datos dados
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Se sustituyen los datos

a ¢
a dados

7 5

35w Se despeja c’
7
c § =5

3
¢ =5(3)

15
¢ = 52 ~ 2.1429

Por lo tanto, la longitud de ¢’ es aproximadamente igual a 2.1429

2. Los siguientes triangulos son proporcionales, determinar la longitud de b

P

’ ) A o
C H=4 A b

\a=2

Se determinan las proporciones en base a

los datos dados
Se sustituyen los datos

dados

o c‘-lw

Se despeja b

vl ]| e

ull N

NN

-~

N—
Il
[yl
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Por lo tanto, la longitud de b esiiguala 1.6

2.1.2 Teorema de Tales

Para todo tridngulo en el cual se trace una recta, sobre él, paralela a cualquiera
de sus lados, el tridngulo que se forma es paralelo al primero.

C ('
SiAC || A'C’, entonces

AABC~AA'BC'

A C B A AA A B

Ilustracién 6. Linea paralela a cualquier lado

Ejemplos

1. Determinar el valor de x

donde
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c

G =T
E
b=10+ 2 B b
D
A
Por proporcionalidad de tridngulos
a b .
d_ x Se sustituyen valores
19 _ 10 +x Todo se multiplica por
7 X X
19
x (7) =10+x Se multiplica x (179)
19
7x= 10 + x Se resta x
Bx % =10 Se retan términos
7 semejantes
Ex =10 Todo se multiplica por
7 7
12x = 10(7) Se multiplica 10(7)
12x =70 Todo se multiplica por
12
70 0
X = 12 Se divide o
_3 5.8333
x = g~

Ejercicios

Demostrar el valor de x en cada ejercicio.
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Ejercicio Solucidn
1.
_8 2.7
x = 3~ 2
2.
_ 1 5.4091
x = > 5
3.

—169~120714
x=—p =12
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I | s
Iy || 1y

2.1.3 Triangulo rectangulo

En el tridngulo rectangulo, los lados que forman el
catelo angulo recto se llaman catetos y el lado opuesto a
este se llama hipotenusa.
caleto Para estudiar los tridngulos rectdngulos se usa el
llustracion 7. Tridngulo rectangulo  teorema  de  Pitdgoras, y las  funciones
trigonométricas sen 6, cos 6 y tan 6

hipotenusa

2.1.3.1 Teorema de Pitagoras

En todo tridngulo rectangulo la suma de los cuadrados de los catetos es igual al
cuadrado de la hipotenusa.
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La ilustracion 10 muestra un triangulo rectangulo e indica los
lados que forman el dngulo recto llamados catetos denotados
i con a y b; y el lado opuesto al angulo recto llamado

hipotenusa que se indica con c.
] Por definicién se tiene
llustracién 8. Catetos a

b; hipotenusa c.
y b; hip c2 =q2+ p2

Cuando c es el lado mayor del tridngulo, es posible determinar si ese triangulo es
rectdngulo, obtusangulo o acutangulo; si al aplicar el teorema de Pitdgoras sucede
que

1. Sic? = a? + b?, entonces el tridangulo es rectangulo.
2. Sic? < a?+ b?, entonces el tridngulo es acutangulo.
3. Sic? > a® + b?, entonces el triangulo es obtusangulo.

Ejemplos
1. Sea el tridngulo cuyos lados tienen longitudes de 3, 5y 7. Determinar si
el triangulo es rectangulo, acutangulo u obtusangulo.
Solucién
Se toma el lado mayor como c, es decir
c=7

Aplicando el teorema de Pitdgoras

c?2=a?+b? Se sustituyen valores

72 = 32 4 52 Se desarrollan los
cuadrados

49 =94 25 Se desarrolla la suma

49 > 34
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Como c? > a? + b?, por lo tanto el
triangulo es obtusangulo

2. Determinar la longitud de la hipotenusa del triangulo

Solucion
Por definicion
c? =a*+b* Se sustituyen valores de a 'y b
c2=5%472 Se desarrollan los cuadrados
c?2=25+449 Se suma
c?2 =74 Se aplica raiz cuadrada a toda la
expresion
c =74 Se determina la raiz cuadrada
¢ =~ 8.6023

3. Determinar la longitud del cateto a del tridangulo

l

Solucion

Por definicion
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2 _ 2 2 .
cc=a"+b Se sustituyen valores de a y ¢

(\/ﬁ)z =a’+ 32 Se desarrollan los cuadrados
18=a*+9 Se resta 9
18 -9 =a’ Se desarrolla la resta
9 = aq? Se aplica raiz cuadrada a toda la
expresion
V9=a Se determina la raiz cuadrada
3=

Ejercicios

Sea un tridngulo rectangulo, demostrar lo que se indica

Ejercicio Solucién
1. a=4b=9 c = 9.8489
¢ 2. b=10,c=+144 a =211
” 3. a=8,c=+81 b ~ 4.1231
b 4. b=11,c=20 c=3V31

2.1.3.2 Uso de funciones trigonométricas

cateto
opuesto

hipotenusa atle :
! caleto lipotenusa

adyacente

cateto cateto
adyacente opuesto
llustracion 9. Se muestra como cambian los catetos segun el angulo de
referencia.
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Se definen las funciones trigonométricas como

cateto opuesto

senf = -
hipotenusa
cateto adyacente
cos @ = -
hipotenusa
cateto opuesto
tan

" cateto adyacente
Estas tienen dos finalidades esenciales

1. Conocer la magnitud de un angulo dados dos lados.
2. Conocer la longitud de un lado dados un angulo y un lado.

Para elegir la funcidon trigonométrica correcta es necesario conocer dos datos e

identificar el dato que se quiere determinar.

Ejemplos

1. Dpeterminar la magnitud del dngulo indicado en el tridngulo rectangulo.

Solucion

Se puede observar que los datos con que se
cuenta son
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cateto adyacente = 2
cateto opuesto = 3

La funcidn trigonométrica que cumple para
estos dos datos es
cateto opuesto

tanf = Se sustituyen valores
cateto adyacente

Se aplica tan™' 8 en
tanf = — .
2 ambos lados de igual

1

N W

3
0 = arctan—= Se aplica tan™

0 ~ 56.3099°

] 56.3099°

9

Es posible determinar el dngulo restante,
recordando que la suma de los dngulos
interiores de un tridngulo es igual a 180°, por

lo tanto
90° + 56.3099° + f = 180° Se suma
146.3099° + g = 180° Se resta 146.3099°

B =180° — 146.3099°  Seresta
B =~ 33.6901°
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2.

33.6901°

56.3009°

Determinar la longitud de la hipotenusa en el tridngulo rectangulo.
38"

Solucién

Se puede observar que los datos con que se
cuenta son
cateto adyacente = 5
angulo = 38°
hipotenusa =?

La funcion trigonométrica que cumple para
estos datos es

cateto adyacente

cos @ = - Se sustituyen valores
hipotenusa
5 :
c0s 38° = — Se aplica cos 38°
hipotenusa

Se multiplica por
hipotenusa hipotenusa

(0.7880)hipotenusa = 5 Se divide entre 0.7880

0.7880 =

135



Tecnoldgico Nacional de México Campus Huatabampo
W_Eé Curso propedéutico en matematicas
Geometria y trigonometria

> Se divide >
0.7880 0.7880

hipotenusa ~ 6.3452

hipotenusa =

Es posible determinar el dngulo restante,
recordando que la suma de los dngulos
interiores de un triangulo es igual a 180°, por

lo tanto
90° + 38° + = 180° Se suma
128° 4+ [ = 180° Se resta 128°
B =180° — 128° Se resta 180° — 128°
B = 52°

Para determinar el cateto restante, se puede
aplicar el teorema de Pitdgoras o una funcion
trigonométrica. Por funcion trigonométrica.

cateto adyacente = 5
angulo = 38°
cateto opuesto =?

La funcion trigonométrica que cumple para
estos datos es
cateto opuesto

tanf = Se sustituyen valores
cateto adyacente

cateto opuesto

tan 38°
an S

Se aplica tan 38°
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cateto opuesto
5
5(0.7812) = cateto opuesto Se multiplica 5(0.7812)

0.7812 = Se multiplica 5

3.9064 =~ cateto opuesto

6.3452

[

3.9064

2.1.3.3 Teoremas de semejanza en triangulos rectangulos

Si AABC un triangulo rectangulo y h la altura sobre la hipotenusa; entonces se
determinar los siguientes teoremas sobre él.

Teorema llustracion Expresion matematica
B
1. Al trazar h sobre AABC~ABCD
AABC, se forman dos D
triangulos rectangulos P AABC~AACD
semejantes entre siy al “h AACD~ABCD
dado. m A
C !
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2. La longitud de B
cualquier cateto es la
di ional d — S —
media proporcional de D BC2 = 4D -BD

la hipotenusa P
™ 2 = .
interceptado por h, y el “h \ AC*=AB-AD

lado adyacente a ese m
cateto.

3. h es la media
proporcional entre la D
medida de los p, h? =AD-BD

segmentos de la “h
hipotenusa. ET \ 4

2.1.4 Triangulos oblicuangulos

Son los triangulos que no tienen dngulos rectos,
como el que se muestra en la figura 12.

c Para estudiarlos se siguen la ley de los senos y la ley
Ilustracién 10. Triangulo oblicuangulo de los cosenos

2.1.4.1 Ley de los senos

En todo tridngulo oblicuangulo (ilustracién 13), la razén entre el seno de un
angulo y el lado opuesto a ese angulo es igual a la razén entre el seno de otro
angulo y el lado opuesto a ese otro angulo.
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Es decir, que para todo triangulo que no es recto en
ninguno de sus dngulos, se define como

a b c

h

B
I
I
I = =

I sena senf seny
I

L

“h De donde
D A b C

llustracién 11. Triangulo
oblicudngulo

a b a c b c

sena senf sena seny senf seny

Para aplicar cualquiera de estas tres formulas, es necesario conocer tres de los
cuatro datos y de esta forma se aplica la formula apropiada.

Cabe mencionar que la ley de los senos también puede escribirse como

sena senf seny

a b c
De donde

sena senf sena seny senff seny

a b a o b c
Se puede usar la ley de los senos para dos finalidades

1. Determinar la magnitud de un angulo dados tres valores.
2. Determinar la longitud de un lado dados tres valores.

Ejemplos

1. Dado el siguiente triangulo, determinar los datos indicados
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L

..
y Y
%—u

2.0617

Solucién
Los datos que se tienen son
a =4.0311 b =? c =2.0617
a =? B =7 y = 30°
Por la ley de los senos se puede determinar a

sena seny )
= Se sustituyen valores

a c
sena sen 30°

40311 2.0617

Se determinar sen 30°

sena _ U5 Se divide —=>
4.0311 2.0617 2.0617
Send 0.2425 S Itipli 4.0311
ETT AL e multiplica por 4.
sena =~ 0.2425(4.0311) Se multiplica
sena ~ 09777 Se aplica sen™?!
a =~ sen 1(0.9777) Se determina sen™1 i}

a = 77.8773°

El dngulo obtenido es

TT.R773
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Por lo tanto
a = 180° — 77.8773°

a =102.1227°
Para determinar
a+p+y=180° Se sustituyen valores
102.1227° + B + 30° = 180° Se suman dngulos
B+ 132.1227° = 180° Se resta 132.1227°
/ 180° — 132.1227° ¢ [€
B = 47.8773°

Por lo tanto
47.877F

30°

102.1227°
Ahora se aplica ley de senos para calcular b

B 478773

4.0311

2.0617
A b
a b .
= Se sustituyen valores
sena senf
4.0311 b

= Se aplican sen i..
sen 102.1227° sen47.8773°

141



Tecnoldgico Nacional de México Campus Huatabampo
W_Eé Curso propedéutico en matematicas

Geometria y trigonometria

4.0311 N b Se divide 4.0311
0.9777 0.7417 0.9777
b
4123 =~ Se multiplica por 0.7417
YTy pleap
4.123(0.7417) = b Se multiplica
3.058 ~ b

Por lo tanto

B AT8773

) 4.0311
2.0617\ 199 12973
A 3.058 C

Ejercicios

Dada la informacién del tridngulo determinar los datos faltantes y dibujar el

triangulo.
Ejercicio Solucién

1. a=3 b=524 a=29.2° c=3
B = 121.68°
y = 29.11°

2. b=229 ¢=3.08 [ =4312° ax 314, a=
69.68° y =
67.18°

3. a=427 ¢=253 y=335° b=264 a=
111.42° B =
35.07°
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4. a=44 b=281 pf=3945 ¢ ~3.17
a ~ 94.73°
y ~ 45.8°

5. b=588 =498 y =4339° a~7.18
a =~ 82.32°
B = 54.27°

2.1.4.2 Ley de los cosenos

El cuadrado de la longitud de cualquier lado de un tridngulo cualesquiera es
igual a la suma de los cuadrados de las longitudes de los otros dos lados, menos
el doble producto de las longitudes de los otros dos lados multiplicado por el
coseno del angulo comprendido entre ellos.

La ilustracién 14 muestra un tridngulo oblicuangulo,
en donde la ley de los cosenos puede definirse de la
siguiente forma

a’ = b?* +c? —2bccosa

b? = a? + c? — 2ac cos B

llustracién 12. Triangulo C2 — a2 + b2 —2ac cosy
oblicuangulo.

Puede usarse para determinar
1. Lalongitud de un lado del tridngulo dados los otros dos lados y el angulo
entre ellos.
2. Unangulo dados los dos lados que lo forman.

Ejemplos

1. Dado el siguiente tridngulo, determinar b

& Curso propedéutico en matematicas ’
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Solucién
Los datos con que se cuenta son
a=3.61 c =224 B = 29.74°
Por la ley de los cosenos
b? = a? + ¢? — 2accos B Sustituyendo

b? = (3.61)2 + (2.24)2

— 2(3.61)(2.24) cos 29.74° besarrollando
b? ~ 13.0321 + 5.0176 — 16.1728(0.87)
b? ~ 18.0497 — 14.0703
b? =~ 3.9793 Se despeja b

b = +/3.9793
b = 1.9948 = 2

Por lo tanto

2. Dado el siguiente tridngulo, determinar los datos faltantes
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Solucién
Los datos con que se cuenta son
b =252 c =274 a = 70.79°

Por la ley de los cosenos

a? =b?+c? —2bccosa Sustituyendo
2 _ 2 2

@@ +£2'27(?52)(2.74) cos 70.79° besarrollando

a® = 6.3504 + 7.5076 — 13.8096(0.33)

a® = 13.858 — 4.5731

a? =9.2848 Se despeja a
a ~/9.2848
a = 3.05

Para determinar 8 o y se puede usar la ley de los coseno o la ley de los
senos, es opcional. Para este ejemplo se determinard de ambas formas.

Para determinar 3

Por ley de cosenos Por ley de senos
b? = a* + ¢* — 2accos B sena _ senf
2.522 = 3.052 + 2.742 a b
— 2(3.05)(2.74) cos B sen70.79° _senp
3.05 2.52

6.3504 =9.3025 4+ 7.5076 — 16.714 cos B
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6.3504 = 16.8101
—16.714 cos 8

6.3504 — 16.8101 = —16.714 cos B

—10.4597 = —16.714 cos B
—10.4597

0.6258 = cos f
cos~1(0.8602) ~ B
51.37° = f
Para determinar y
a+f+y=180°
70.79° +51.37° + y = 180°
122.16° +y = 180°

14
~ 180° — 122.16°
y ~ 57.85°
Por lo tanto
B
5137
2.74

\3.[)5

4

70.79°

C

Ejercicios

S — AF)‘?".%“

0.9443 senf
3.05 252
sen f§

0.3096 = 552

0.3096(2.52) ~ sen B

0.7802 = sen
sen”1(0.7802) = B
51.37° ~ 8

Se sustituyen valores
Se suma

Se despeja y
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Dada la informacién del tridngulo determinar los datos faltantes y dibujar el

triangulo.
Ejercicio Solucion

1. a=238 b=252 y=288.05° c~ 341
a = 44.19°
B = 47.76°

2. b=453 ¢=341 a=38.04° a~28 B =
93.35° y =
48.62°

3. a=28 c=293 p =135.19° b=~5.3 a=
21.87°
y =~ 22.95°

4. a=224 b=224 y=458° c =~ 317
a =~ 94.73°
B =~ 39.45°

2.1.4.3 Ley de las tangentes

Sea el triangulo ABC, y sus respectivos angulos, como el que se muestra en la
ilustracion 15, se definen

a—>b tana;ﬁ
a+b tana;ﬁ
a—
a—C: tan Zy
a+c tana-zi_y

llustracion 13. Triangulo
oblicuangulo.
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b——c tanﬁ ; Y
b+c tan‘Bzﬂ

Puede usarse para determinar

1. Lalongitud de un lado del triangulo dado otro lado y el dngulo entre ellos.

2. Un dangulo dados los dos lados que lo forman.

Ejemplos

1. Dado el siguiente tridngulo, determinar b, cy y

Solucién
Los datos con que se cuenta son
a=2.83 a = 63.43° [ = 45°
Se determina el dngulo y
a+f+y=180° sustituyendo
63.43° 4+ 45° +y = 180° Se resuelve
108.43° 4y = 180°
y = 180° — 108.43°
y = 71.57°

Se aplica ley de tangente para calcular b
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a—>b

=)

a
tan

a+b=

2.83—=b

2
a+p
tan )

63.43° — 45°
tanT

2.83+b

283-b

= 63.43° + 45°

t 18.43°
| tan—

2.83+b

283-b

- t 108.43°
an——

tan 9.215°

283+b

2.83—-b

~tan 54.215°

0.1622

283+b

2.83—-b
283+b

283-b
2.83—b
2.83 — 0.3333

2.4967

~ 13773
~ 01178

~ 0.1178(2.83 + b)
~ 0.3333 + 0.1178b
~ 0.1178b + b

~ 1.1178b

2.4967
1.1178

Se sustituyen
valores

Se restan y se
suman los dngulos

Se divide cada
dngulos entre dos

Se determinar

0.1622
1.3773

Se divide

Se multiplica por
2.83+b

Se multiplica
0.1178(2.83 + b)

Se despeja b
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224 =

b

Se aplica ley de tangente para calcular ¢

a—c¢ tan 7

a—vy

a+c

2.83—c¢ _

tan

a+y
2

63.43° —71.57°

tan )

283+c¢c

283 —c _

63.43° —71.57°
n

ta 2

—8.14°
tan —

283+c¢

283—c

135°
tan —;

tan(—4.07°)

283+c¢

283 —c ~

tan 67.5°

-0.07

283+c

283 —c¢
283 +c

283 —c~=
2.83 =

2.83 +0.0821 =

2.4142

-0.029

—0.029(2.83 +¢)
—0.0821 — 0.029c¢

—0.029¢ + ¢

29121 = 0.971c

Se sustituyen
valores

Se restan y se
suman los dngulos

Se divide cada
dngulos entre dos

Se determinar

-0.07
2.4142

Se divide

Se multiplica por
283+ ¢

Se multiplica
—0.029(2.83 +¢)

Se despeja ¢
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Por lo tanto

2.4 2.83

63.43° 457

Ejercicios

Determinar los datos que se indican usando las leyes de las tangentes y dibujar

cada triangulo.

1. ¢=3,a=5172°%y =51.3°

2. b=459,a=707°p=7119°
3. a=275a=3597°p =100.89°
4. ¢ =3.24,0 =140.99°y = 15.53°

5. b =547, =99.45°y = 30.93°

2.1.4.4 Areas de triangulos

151



[ = Tecnoldgico Nacional de México Campus Huatabampo
?Té Curso propedéutico en matematicas
IL Geometria y trigonometria

Dependiendo de los datos del triangulo con que se cuente, es posible determinar
su area en diferentes formas,

llustracién Descripcion

Si se conoce la base b y la altura h, entonces el area
es igual al producto de la base por la altura dividido
entre dos.

1
I
|
1) |f4‘.
| A b-h
I = —
2
f
Si se conocen dos lados y el dangulo comprendido
entre ellos, entonces el area es igual a la mitad del

producto de los dos lados por el seno del angulo

2) entre ellos.
Ao b-c-sena
B 2
Si se conocen todos los lados, entonces se utiliza la
formula de Herdn,
3) « 7 A =\/s(s—a)(s—b)(s—c)
Donde s es la mitad del perimetro
b a+b+c
s=—
2

Recordando que las areas adquieren las unidades al cuadrado.
Cabe mencionar que existe otra forma para calcular el drea del tridngulo, que es
conociendo sus vértices, pero esto se estudiara en aplicaciones de matrices en

algebra lineal.

Ejemplos
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1. Determinar el drea del tridngulo

|
|
|
|
3 |
|
|
|

o 2.5
Solucién
Los datos son
b=25 h=3

Entonces

A= bT Se sustituyen valores

A= 2'52(3) Se multiplica

= 775 Se divide
A =375

Por lo tanto, el drea del triangulo analizado
es

A =3.75u?

2. Determinar el area del tridngulo
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2.86
74.11°

3.04

Solucion
Los datos son

b =286 c = 3.04 a=74.11°

Entonces

b:-c-sena .
A= — Se sustituyen valores
A= (2.86)(3.042) sen74.11 Se multiplica

(8.6944)(0.9618)
A=

2
A= 8.3623 Se divide
2

A =418

Por lo tanto, el drea del tridngulo analizado
es

A=418u?

3. Determinar el area del tridngulo
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Solucidn
Los datos son

a =5.88 b = 4.24 c =345
Entonces

A= \/s(s —a)(s—=b)(s—¢c)

Donde s es la mitad del perimetro

_a +b+c Primero se determina s
$= 2 sustituyendo valores
5.88 + 4.24 + 3.45
s = Se suma
2
s = ﬂ Se divide
2
s = 6.785

Con el valor de s se puede determinar el drea

A=s(s—a)(s—b)(s—c) Sustituyendo valores
A =./6.785(6.758 — 5.88)(6.785 — 4.24)(6.785 — 3.45)

A ~+/50.5624

A= 7.1107

Por lo tanto, el drea del triangulo analizado es

A =~ 7.1107 u?
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Ejercicios

Determinar las areas de los triangulos y dibujarlos.

Ejercicio
1. b=4.03
2. b=4.01
3. a=15.38
4. a =817

c=438

c =598
b =5.79
b =5.88

2.2 Grados y radianes

2.2.1 Definiciones

a = 55.22°
a = 42.09°
c=17.83
¢ =3.55

Solucion

A =~ 7.08 u?
A =~ 8.5 u?
A ~ 15.48 u?

A =~ 9.22 u?

Un angulo se define como el conjunto de puntos determinados por dos lineas

rectas o semirrectas, que tienen el mismo punto extremo.
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La ilustracion 16 muestra el angulo que se
forma entre las lineas rectas [ y [,. Mientras
qgue A, B y C son los puntos que identifican al

llustracion 14. Angulo ACB formado por las
rectas I y I,.

ya que se lee angulo

4 que se lee angulo medio

X que se lee angulo esférico

L que se lee angulo recto

b que se lee angulo recto con arco

angulo, en este caso es C el punto extremo.

Para denotar angulos se usan los simbolos

Generalmente se usan letras griegas minusculas como «, 8, ¥ o 8 para nombrar

angulos.

En un sistema de ejes coordenados como, por
ejemplo, un plano cartesiano, los angulos
pueden ser positivos o negativos, esto
dependera de la direccion en que el angulo
gire; si la direccién del angulo es contraria a
las manecillas del reloj, entonces el angulo es
positivo, pero si la direccion del dangulo es
igual a las manecillas del reloj, entonces el
angulo es negativo. (llustracion 17)

AN

./

| angulo " angulo

positivo negativo

llustracién 15. Angulos positivos o negativos
segun su direccion.

Las unidades de medida mas comunes de angulos son grados y radianes.
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e Los grados se indican con y estan dados en un rango de

0°a 360°; es decir, que una vuelta completa mide 360°, por
1

lo tanto, un grado esta dado por 360"

e Los radianes son la medida del angulo central de un circulo
subtendido por un arco igual en longitud al radio del circulo;
es decir, si se considera una circunferencia de radio r, un
angulo cuyo vértice es el centro de la misma, un arco de la
circunferencia limitado por los puntos A y B de magnitud
AB = r; entonces, se dice que el angulo 6 esta subtendido
en AB y que el dngulo tiene una medida de un radian.

Relacién entre grados y radianes

Para calcular la equivalencia en radianes de 360°, se debe determinar el nimero
de veces que un arco de circunferencia con magnitud igual al radio puede trazarse
a los largo de dicha circunferencia; como el perimetro de la circunferencia es 2mr,
de aqui se deduce que ese nimero de veces es 2. Por lo tanto 360° = 2m vy

1. 180° = wradian

1° = % radian =~ 0.017453292 ... radian =~ 0.0175 radian

[e]

3. 1radian = radian ~ 57.29577951 ...° ~ 57.2958°

Algunos grados especiales y sus equivalencias en radianes son

Grados 0°  30° 45° 60° 90° 120° 135° 150° 180°

T
> — —_— — T

Radi o = I
adlanes 6 Z 3
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Grados 180°  210° 225° 240°  270° 300° 315° 330° 360°
. 7 5t 4 3n 5n 7 11m
Radianes T — — — — — — — 21
6 4 3 2 3 4 6
Los angulos reciben un nombre segln su magnitud, y estos pueden ser
Nombre Grados Radianes
0°< 6 < 90° 0<f<m
Angulo agudo Ejemplos Ejemplos
0 =12°,6 = 53° 0==-m,0==2n
4 5
. 1
Angulo recto 6 =90° 0= En
1
90° < 6 < 180° Jr<é<m
Angulo obtuso Ejemplos Ejemplos
6 = 100°, 6 = 145° gziﬂlgz_n
4 5
1
0(+ﬁ=90° (X+B—ET[

Angulos Ejemplo Ejemplo
complementarios a =50°, 8 = 40°

50° + 40° = 90°

1 1
a—zn,ﬁ—zn

4
@+ B = 180°
Angulos suplementarios Ejemplo Ejemplo
a =100°, 5 = 80°

1 3
100° 4+ 80° = 180° ¥ =3T.B=3m

a+[)’=%n

1 1 1
“T+-T=-7
ta 2
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Ejemplo

1. Determinar los angulos a y 8 indicados en la figura

A|B
c| D b
iy
A :

L 308.21°

Solucion

El angulo suplementario a a es el que
corresponde a 51.79°, por lo tanto

a + 51.79° = 180°
a =180° — 51.79°
a = 129.21°

El angulo 8 también es suplementario a
51.79° y ademas es correspondiente a a, por
lo tanto

B =129.21°

2.2.2 Conversion de grados a radianes
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=

—
s

Sea 0 el angulo en grados, la conversién de grados a radianes se define como

6 =6 (ﬁ) o) 0 ~ 6(0.0175)

Ejemplo

Convertir el angulo dado en grados a radianes

1. 6=120°
Solucién
7T . Se
6=0 (W) Se sustituye 6 ~ 6(0.0175) sustituye
120° . Se 120° Se
=120 (180°) multiplica ~ 120°(0.0175) multiplica
120° 7
120° = ——— Se reduce 120° = 2.1
0 180°
120° = o
6
Ejercicios
Ejercicio Solucion
105° = 7
1. =105 e
105° =~ 1.833
530 = 53
2. 6=53 BRI
53° = 0.925
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3. 6=280°

4. 0 =215°

2.2.3 Conversion de radianes a grados

80°—4

53°= 14

2150 = 23
36"

215° =~ 3.7525

Sea 0 el angulo en radianes, la conversion de radianes a grados se define como

180°
9=9< ) o

A

Ejemplo

0 ~ 6(57.2958°)

Convertir el dngulo dado en radianes a grados

1. 0= T
T4
Solucidén
180° .
Q=0 ( ) Se sustituye
s
180°
T = z( ) Se multiplica
4 4\ @
m  180°7m
— = Se reduce
4 41
2 =50
i

6 ~ 6(57.2958°) Se sustituye
T
an (57.2958°)  Se multiplica

~ 45°

NIRRT
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Ejercicios

Convertir los angulos dados en radianes a grados.

Ejercicio
1. 6= 7
2. 6= 5
= 27‘[
3. 6=3927
4. 0 =442

Solucion

7 = 157.5°
8” = )

3 = 270°
2=

3.927 = 225°

4.42 =~ 253°

2.3 Funciones trigonométricas

Las funciones trigonométricas tuvieron su origen histérico en las relaciones
existentes entre el dngulo no recto de un tridngulo rectangulo y sus respectivos

lados.

Las funciones trigonométricas que
se derivan de esta relacion son seno,
coseno y tangente; que se denotan
o se abrevian como sen, cos y tan,
respectivamente. A estas funciones
se agrega el simbolo 8 paraindicarla
relacion entre el dangulo y los lados.

cateto hipotenusa .. "¢ \ hipotenusa
opuesto adyacente
o O
cateto cateto
adyacente opuesto

Ilustracién 16. Triangulo rectangulo y sus lados.

Por ejemplo, sen @ se refiere a la relacién entre el angulo y la razén del cateto
opuesto y la hipotenusa. (llustracién 18)
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Las funciones trigonométricas se definen como

cateto opuesto hipotenusa
senf = - csch =
hipotenusa cateto opuesto
cateto adyacente hipotenusa
cos 6 = - secH =
hipotenusa cateto adyacente
cateto opuesto cateto adyacente
tan @ = cotf =
cateto adyacente cateto opuesto

Ejemplo

1. Determina los valores de las funciones trigonométricas restantes si
cos@ =2
=<
Solucién

Se sabe que

cateto adyacente

cosf = _
hipotenusa

De aqui se tiene que
cateto adyacente = 2
hipotenusa = 5

Por lo tanto el trigngulo es

cateto 5

opuesto

| )

&)
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Para determinar el cateto adyacente se usa el

teorema de Pitdgoras

c2=a?+b?

52 = g2 4 22

25=a%+4
25 —4=a?

21 =a?

V21l =a

De tal forma que

Se sustituyen valores

Se desarrollan
cuadrados

Se resta 4
Se resta

Se aplica raiz cuadrada

Ahora, sustituyendo valores en las funciones

trigonométricas
cateto opuesto
senf = -
hipotenusa
V21
senf = —
5
cateto adyacente
cos @ = -
hipotenusa
p 2
cosf =—
5

hipotenusa
cscl =
cateto opuesto
cscl = —
V21
hipotenusa
secO =
cateto adyacente
5
secl = -

2
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cateto opuesto

tan 0 =
cateto adyacente
V21

tan @ = T

cateto adyacente

cotf =
cateto opuesto

cotf = —

V21

Algunos angulos especiales por su exactitud y porque se usan frecuentemente son

¥ 0 sen 6 cos O
(grados) (radianes)

30° z 1B

45° z V2. V2
4 2 2

60° z V3 1
3 2 2
Vs

90° 5 1 0

180° T 0 -1

tan 6 cscH secH cotf

IR R S
i o, 08B
3

3
ind. 1 ind. 0
0 ind. -1 ind.

Hasta aqui se ha podido observar que todos los valores que toman las funciones
trigonométricas aplicadas a tridangulos son positivos; esto se debe a que las
longitudes del triangulo siempre son positivas. Pero es posible trasladar las
funciones trigonométricas a un plano cartesiano, donde es muy importante su
estudio, ya que en dicho plano se deben tomar en cuenta varios aspectos, que se

enumeran a continuacion.
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y Sea P(x,y) un punto cualquiera en el plano
1 Py ] cartesiano, con coordenadas x, y y la distancia del
L,y . L,
. origen a ese punto dada por r = \/x2 + y2; también,
r o sea 6 el angulo de ese punto P(x,y). Como se muestra
- Y en lailustracion 19. Se deducen los siguientes puntos.
£ 1. Al tratarse de un punto en el plano cartesiano, los
elementos que son parte de la funciones
trigonométricas no se llaman catetos ni
llustracién 17. Punto en el plano hipotenusa, se llaman x, y y r; es decir,
cartesiano.
y r
sen@ == cscl =— cony #0
T y
X r
cosf =— sec = — conx #0
r X
y X
tang =< conx =0 cotf =— cony =0
X y
2. Al determinarse 8 es posible obtener un
i O P . Cuadrante 2 Y Cuadrante 1
angulo positivo o negativo; esto ]
dependeré del cuadrante y de la funcion ~ (+) sent. csed Todo es
empleada. [—] cos #, sec f poSitivo
(=) tan 8, cof 8
X
Esto es porque la direccion de los angulos
es diferente en cada uno de los Cuadrante 3 Cuadrante 4
cuadrantes del plano cartesiano, segunla  (—) sen#, cscf | (=) senf, cscd
funcion trigonométrica que se utilice. (=) cos @, sec B | (+) cos B, sect
Como se muestra en la ilustracién 20. (+) tan 8, cot & | (=) tan 8, cot 8

llustracién 18. Signos de funciones
trigonométricas segun el cuadrante.

funciones trigonométricas y su comportamiento en los cuadrantes del plano

cartesiano.
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[

Para seny csc

y ¥ Y Y
{ Cuadrante 1 Cuadrante 2 | . . — X ] - y
. . | Vi | oy
r. wr Fe ] .
) y , ) )
A y P(—z, —y) P(z,—y)
+ - Cuadrante 3 | | Cuadrante 4
Para cos y sec
v Cuadrante 2 g / Y y T
| Cuadrante 1 vadrante < | . B X - X
Py  PLow) AV 01,
- S T o
r. J 0 .
P 1 Yy *a . ) [
oY X _\. X P(—ux,y) P(x,—y)
* - Cuadrante 3 1 Cuadrante 4
Para tany cot
Yy Y b
Y Cuadrante 2 | —r ¥ €T ¥
| Cuadrante 1 ) . . V ;
, Pl—ua. y)
P(u,y) '} J; —y HZ, \\H _y
r - S o] | I
.~ u p L] [ ]
. i . .
CSH Jx\ . IH X P({—z,—y) Pz, —y)
+ - Cuadrante 3 | | Cuadrante 4
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3. En el plano cartesiano, los angulos pueden escribirse en
diferentes formas para referirse al mismo dangulo, por
ejemplo, 135° = —225°. Por lo que se nombra como angulo
principal al que inicia en el semieje x positivo y terminar en la
semi recta imaginaria 0P; ademés debe ser positivo, es decir,
gue debera tener una direccién contraria a la direccién de las
manecillas del reloj.

llustracién 19.
Angulo principal.

4. Para determinar el angulo principal en el plano cartesiano, se siguen las
siguientes reglas.

Sean @', 0] y 6. angulos determinados por funciones trigonométricas,
1YY

Cuadrante seny csc cos y sec tany cot

1Y
Cuadrante 1
4 J.
| 7 x 0 es directo 0 es directo 0 es directo
Cuadrante sen ycsc cos ysec tan ycot
1Y
Cuadrante 2 9 0

™

1 op —180°—|g'| @ esdirecto = 180° — [6|
4 \x, §=m—|0| 6 =m—10']
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1Y
Hr/’ N, 6
¢ | /) =180°+ 6]
P Bl H" I
., - 9 =T + |91|
Cuadrante 3
1Y
S
NN =360° — |6']
o O=2m—16|
Cuadrante 4

Ejemplo

0
= 360° — |65
0 = 2m — |63]
0
= 360° — |6'|
6 =2m—|0'|

0
= 180° + 6]
0 =m+|6]]
0
= 360° — |6'|
6 =2m—|0'|

1. Determinar los grados del angulo principal, en el plano cartesiano, del

punto P(—4,—2)

Solucion

Se ubica el punto en el plano cartesiano para
conocer el cuadrante en el cual se encuentra P

Y

|
e

T e ---—-
|
W
|
(s}

El punto P se encuentra
en el cuadrante 3

. X
Para usar las funciones sen 8§ = i—’ ycosO = =

es necesario calcular r
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r=yx+y?
r=yJCD%+ (22

.;': __________ _9

y

R et -2
P(—4,-2)
sen 8’ = Y
r
-
sen = —
2v/5
P
sen = —
V5
0' 1
= arcsen —
V5
6' ~ —26.5651°

Se sustituyen valores

Se desarrollan
cuadrados

Se suma

Se reduce

Se sustituyen valores

Se reduce

Se aplica sin™1 i
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2

o
P(—4,-2)

Pero al encontrarse en el cuadrante 3

6 =180°+ |6|

0 ~ 180° + |-26.5651°]

0 =~ 180° + 26.5651°
0 =~ 206.5651°

Se sustituyen valores

Se suma

Y
—4 %
! = 2/5
|
o
P(—4,-2)
X
cosf =—
T
0 —4
cos O =
2+/5
-2
cosf = —

Se sustituyen valores

Se reduce

Se aplica cos ™1 i

Se aplica valor absoluto
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-2
0 = arccos —
5

0 ~ 153.4349°

¥

=

l

.
P(—1,-2)

Pero al encontrarse en el cuadrante 3

6 = 360° — |0] Se sustituyen valores
0 =~ 360° — |153.4349°| Se aplica valor absoluto
0 ~ 360° — 153.4349° Se resta

0 =~ 206.5651°

Se determina 6 con la funcion tan 6

y
—4 X
| -
: =245
o -2
P(—4,-2)
Yy
tanf = p Se sustituyen valores
-2
tan 6’ = ) Se reduce
,_1 e
tan @' = > Se aplica tan™" i..
1

@' = arctan—=
2

0' =~ 26.5651°
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J]

=7

5

(N
&a!

.
P(—4,-2)

Pero al encontrarse en el cuadrante 3

6 = 180° + |6] Se sustituyen valores
0 ~ 180° + |26.5651°| Se aplica valor absoluto
6 =~ 180° 4+ 26.5651° Se suma

0 = 206.5651°
Ejercicios

Determinar los angulos en grados y en radianes de los siguientes puntos usando
las funciones sen 8, cos 6 y tan 6. Graficar.

Ejercicio Solucion
1. P(3,3) 0 = 45°
0= L = 0.25
= 47T = U.
2. P(-2,5) 0~ 111.8°
0 559 1.95
900" T ™
3. P(V3,-4) ~ 293.41°
0 = 4.25
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4. P(-2,5) 6 ~ 155.69°
0 = 27173

La siguiente tabla presenta las identidades trigonométricas fundamentales,
después, en materias de calculo se utilizaran el resto.

Identidades

Identidades reciprocas
tangente y cotangente

Identidades Pitagoricas

6 1
1. sen?6 +cos?26=1 4. tanf = Sen 6. csch =
cos 6 sen @
2 2 cos @
2. 1+ tan“60 =sec= 0 5. cot@ = 7. secO =
sen 6 cos 6
2 2 1
3. 14+ cot“8 =csc*6 8. cot =——
tan @

Estas identidades se usan para reducir funciones trigonométricas a su minima
expresidn o para denotarlas en funcidén de otra expresion trigonométrica.

Ejemplos

Calcular o demostrar las equivalencias de las siguientes funciones
trigonométricas.

1. senf =cosfO-tand

Solucién
senf = cos @ -tand Se aplicatan 8 = send
cos 6
sen @ ' B
senf = cos 0 ( ) Se simplifica
cos 6

senf = send

175

Tecnoldgico Nacional de México Campus Huatabampo g ‘::7



Tecnoldgico Nacional de México Campus Huatabampo
W_Eé Curso propedéutico en matematicas
Geometria y trigonometria

2. —cos’O+1=

csc? 0
Solucién
1 Se aplica sen? 8 + cos? 0 =
—cos?f+1=—5— 1, csc?6 = (cscB)?y1 =
csc? 6 12
. 17 12 1 \2
20 _ ; —
sen“ = Tescd)? Se aplica eoc )7 (csce)
’ 1y Se aplica —— = sen 6
sen?@ = (csc 9) e aplica — = sen
sen? 0 = (sen6)?
sen’ 6 = sen? 6
Ejercicios

Demostrar las equivalencias de las siguientes funciones trigonométricas.

Ejercicio

1. cosfsecf =1

cscH

= cot @
secd

3. (1+cosB)(1—cosh) =sen?d

cscf+1
4, ——— =send

1
) + csc 6
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2.4 Uso de calculadora cientifica

Borrar todas las configuraciones de la calculadora

Series fx-82ms y similares

1) qw 3) 3

2) 3= 4) =

Series fx-82es y similares

1) q9

Y M STORCL STATCMPLYMATVCT [IEICH FINSCI Math WA Disp ) W STORGL STATCMPLXMATVCT EIEIC FINSGI Math Wik Disp

2) 3

) M STORGL STATCMPLXMATVCT CIEICA FINSCI Math Wik Disp E) M STORCL STATCMPLXMAATVCT CIEIE FIXSCI Math Wik Disp

Configurar la calculadora en grados o radianes
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Series fx-82ms y similares

1) w
(cuantas veces sea necesario)

2a 1

(Degrees = grados)

Series fx-82es y similares

2b
) (Rad = radianes)

2c) 3

(Grad = gradianes, no confundir
con grados)

2b) 4
(Rad = radianes)

2¢c) s
(Grad = gradianes, no confundir
con grados)
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Triangulo rectangulo

1)

2)

Calcular hipotenusa conociendo los catetos a (adyacente) y b (opuesto)
eadyacente,opuesto)=

Ejemplo

Sea el tridngulo con catetos a = 3y b = 5, determinar la hipotenusa c y el

angulo entre el cateto adyacente y la hipotenusa.

Series fx-82ms y similares Series fx-82es y similares

e3,5)= g+3q)5)=

5302 M STORGL STAYCMPLEMATVCT FIEICH FIKSGI Math Wi Disp

Poli3.5)
=0, 558351595, 6

Gl
[0 W STORGL STATCMPLEMATUCT GEIE) FINSCI Math Wi Disp
Fol(3.52
a = a =
|4, 3=03, B3EZ4347
Gk

Calcular catetos conociendo hipotenusa y un angulo

&hipotenusa,angulo)
Ejemplo
Sea el tridngulo con hipotenusa ¢ = 4.5 y un angulo a = 53°. Calcular las
longitudes del cateto adyacente a y el cateto opuesto b.
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Series fx-82ms y similares Series fx-82es y similares
ged.5,53)= g-4.5q)53x)=
[0 M STORCL STATCMPLYRATVCT [IEIEA FINSCI Math Wik Disp |
Fec(d,h,03")
a = a =
| %=2.7AB167684, Yr
Gl
[ M STORCL STATCMPLYXMATVGT [IEIEA FINSCI Math W Disp
. ,_ |Rect4.5,53)
4,%=3,093800705
Gk
a=

Convertir de grados a radianes y de radianes a grados

1) Para convertir de grados a radianes se debe tener la calculadora
configurada en radianes. Luego

gradosqM1=
Ejemplo
Convertir 53° a radianes.
Series fx-82ms y similares Series fx-82es y similares
53qM1= 53qM1=
[ M STORGL STATGMPLKMATVCT EIEIC) FIXGCI Math Wik Disp
R3
535
1ca L
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31 M STORCL STATCMPLKMATVET [IEIE FISSCI Math Wik Disp

53"
H. 3250245056

2) Para convertir de radianes a grados se debe tener la calculadora
configurada en grados. Luego

radianesqM2=
Ejemplo
Convertir 1.23 radianes a grados.

Series fx-82ms y similares Series fx-82es y similares
1.23gM2= 1.23gM2=
[ M STORCL STATCMPLENATVCT (G163 FIXSCI Math Wik Disp
1. 23"
YA, 4738088

Punto en el plano cartesiano

1) Calcular la distancia del origen al punto conociendo x y y

ex,y)=

Si el angulo es positivo, entonces el angulo es directo.

Si el dngulo es negativo, entonces se suma 360 o 2, en grados o radianes
respectivamente.

Ejemplo
Sea el punto P con coordenadas x = —3yy = =5, determinar la
distancia r del origen al punto P y el su angulo principal 6.
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2)

Series fx-82ms y similares Series fx-82es y similares

e-3,-5)= a+-3q)-5)=

IEA M STORGL STATCMPLYMATUCT (IEICH FLASCI Math Wik Disp

=2, 828351535, 8

Gl
[EY M STORCL STATCMPLKMATVET [IEIEA FIASC Math WA Disp
FPoli-3,-5
4,8=-120, 96370ER
=+360= 360-120.9 637565

) M STORGL STATCMPLENATVCT [IE16) FIXSCI Math Wik Disp
. _ ,_ | 3s0-120. 9537588
539, BIE2434

Gk

Calcular x y y de un punto P, segun la distancia r del origen al punto y su
angulo principal 9.

&r,0)
Ejemplo
Sea la distancia r = 5 del origen al punto P y un angulo 8 = 230°. Calcular
xXyy.

Series fx-82ms y similares Series fx-82es y similares
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ge5,230)= g- 59)230)=

Y503 M STORCL STATCMPLXMATET (IS FINSEI Math W Disp

Recih, 238)
A=-3. 213935848,

-

Y5 M STORCL STATCMPLYXMATVET [IEIEA FINSCI Math Wik Disp

Recih, 238)
4, =-3. 830222216

2.5 Aplicaciones con modelado matematico

Para resolver ejercicios con modelado matematico se pueden seguir los
siguientes pasos.

e wnN

Leer cuidadosamente el enunciado cuantas veces sea necesario hasta
entenderlo e identificar lo que se desea resolver.

Se usan letras para identificar las variables.

Se hace una lista de los datos con que se cuenta.

Se hace un dibujo con las indicaciones de los datos con que se cuenta.

Se genera una ecuacién con las relaciones de las variables, los datos y lo
que expresa el enunciado.

Se resuelve la ecuacién formulada usando las leyes de las matematicas
necesarias.

Se comprueban las soluciones obtenidas de acuerdo con lo expresado en
el enunciado
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Resolver los siguientes ejercicios
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1.

Dos automoviles salen del
mismo punto y al mismo
tiempo, uno de ellos en

direccion norte a una velocidad
km km
de 507, el otro a 807 con

direccién oeste. Expresar la

distancia d entre los dos
automoviles en funcion del
tiempo t.

A las 11:00 am. Un poste de
energia eléctrica proyecta una
sombra de 3 m. al mismo
tiempo un hombre de 1.7 m.
Proyecta una sombra de 50 cm.
équé altura tiene el poste?

Un pintor tiene una escalera
gue mide 2.3m de largo y
cuando la abre se da cuenta que
la distancia entre las bases es de
1.1m, équé altura alcanza la
escalera cuando esta abierta?

A cierta hora del dia, el dangulo
de inclinacién del sol es de 84°;
un poste de energia eléctrica
que estd inclinado a 11°
directamente alejandose del
sol, proyecta una sombra de
12m. ¢écudl es la altura del
poste?

Un globo, que al nivel del suelo,
tiene dos angulos de elevacién

en los puntos Ay B, de 27° y
50° respectivamente. La
distancia entre los puntos Ay B
es de 15 km. ¢cudl es la altura
del globo?

Un poste con altura de 4.5 m,
esta situado sobre una colina
gue tiene una inclinacion de 20°
con respecto a la horizontal. Se
desea colocar un cable que vaya
desde la punta del poste hasta
un punto que se localizaa 10 m
colina abajo desde su base.
écudl es la longitud minima de
cable?

Un deportista corre a una
velocidad constante de 1km
cada 7 min en direccién 37° al
noreste, durante 35min vy
luego en direccion 20° al
noroeste durante 14 min. ¢Cual
es la distancia recorrida en linea
recta del punto de inicio al
punto final?

Desde la cima de un edificio que
tiene una altura de 20 mts. Se
puede observar la cima de un
edificio mas alto con un angulo
de elevacién de 70°. Si se ve la
cima del edificio mas alto desde
la calle, el angulo de elevacion
es de 73° écuanto mide la
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10.

11.

distancia mas corta entre los
dos edificio y cuanto mide el
edificio mas alto?

El diamante de béisbol del
campo del ITHua tiene cuatro
bases que estdn a 27 mts. entre
si; el monticulo del pitcher esta
a 18 mts. de la base de home.
¢Cual es la distancia del
monticulo del pitcher a cada
una de las otras tres bases?

En un faro de 15 mts. de altura
gue estd sobre un peiasco de
30 mts. junto al mar, se
encuentra un observador que
mide un angulo de depresion de
15° de un barco. écual es la
distancia mas corta del barco al
observador y cual es la distancia
del barco a la orilla del penasco?

Un alumno de Ingenieria en
Sistemas Computacionales del
ITHua, sus ojos estdn a una
altura de 1.7 mts., y observa la
punta de la antena que se
encuentra en el techo del
edificio con un angulo de
elevacién de 70° y la base de
esta con un angulo de elevacion
de 45° el estudiante se
encuentra a 15mts. del

12,

13.

14.

15.

laboratorio de computo. ¢Cual
es la altura de la antena?

Dos automodviles salen del
mismo punto y al mismo
tiempo, uno de ellos en

direccién norte a una velocidad
km km
de SOT' el otro a 807 con

direccion oeste. Expresar la
distancia d entre los dos
automoviles en funcion del
tiempo t.

A las 11:00 am. Un poste de
energia eléctrica proyecta una
sombra de 3m. al mismo
tiempo un hombre de 1.7 m.
Proyecta una sombra de 50 cm.
équé altura tiene el poste?

Un pintor tiene una escalera
que mide 2.3m de largo y
cuando la abre se da cuenta que
la distancia entre las bases es de
1.1 m, équé altura alcanza la
escalera cuando esta abierta?

A cierta hora del dia, el angulo
de inclinacion del sol es de 84°;
un poste de energia eléctrica
que estd inclinado a 11°
directamente alejandose del
sol, proyecta una sombra de
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16.

17.

18.

19.

12m. ¢écudl es la altura del
poste?

Un globo, que al nivel del suelo,
tiene dos angulos de elevacién
en los puntos Ay B, de 27°y
50° respectivamente. La
distancia entre los puntos Ay B
es de 15 km. écual es la altura
del globo?

Un poste con altura de 4.5 m,
estd situado sobre una colina
que tiene una inclinacion de 20°
con respecto a la horizontal. Se
desea colocar un cable que vaya
desde la punta del poste hasta
un punto que se localizaa 10 m
colina abajo desde su base.
écudl es la longitud minima de
cable?

Un deportista corre a una
velocidad constante de 1km
cada 7 min en direccién 37° al
noreste, durante 35min vy
luego en direccion 20° al
noroeste durante 14 min. éCual
es la distancia recorrida en linea
recta del punto de inicio al
punto final?

Desde la cima de un edificio que
tiene una altura de 20 mts. Se
puede observar la cima de un
edificio mds alto con un angulo

20.

21.

22.

de elevacién de 70°. Si se ve la
cima del edificio mas alto desde
la calle, el angulo de elevacién
es de 73° ¢cuanto mide la
distancia mas corta entre los
dos edificio y cuanto mide el
edificio mas alto?

El diamante de béisbol del
campo del ITHua tiene cuatro
bases que estdn a 27 mts. entre
si; el monticulo del pitcher esta
a 18 mts. de la base de home.
¢Cuadl es Ila distancia del
monticulo del pitcher a cada
una de las otras tres bases?

En un faro de 15 mts. de altura
gue estd sobre un peiiasco de
30mts. junto al mar, se
encuentra un observador que
mide un angulo de depresién de
15° de un barco. écudl es la
distancia mas corta del barco al
observador y cual es la distancia
del barco a la orilla del pefiasco?

Un alumno de Ingenieria en
Sistemas Computacionales del
ITHua, sus ojos estdn a una
altura de 1.7 mts., y observa la
punta de la antena que se
encuentra en el techo del
edificio con un angulo de
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elevacién de 70° y la base de
esta con un dngulo de elevacion
de 45° el estudiante se
encuentra a 15mts. del
laboratorio de computo. ¢Cual
es la altura de la antena?
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